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PREFACE 



Nous prioas le lecteur de ce voir dans cet Essai but la Géométrie 
de la règle etdel'éqiierre que le développement, plus ou moins bien 
traité, d'un chapitre paclicuiier d'un ouvrage qu'on pourrait inti- 
tuler Traité de Géométrie pratique. Cal ouyiage, tel que nous l'imagi- 
nons, n'est pas encore écrit. Les matériaux nécessaires & sa com- 
. position sont, il est vrai, dispersés en cent endroits divers; ils 
-^deTraient être réunis, simplifiés et surtout complétés. Nous sou- 
^ haitons que ce travail tente, quelque jour, un ami de la Géométrie. 
^ Le plan qui nous a servi do guide est aufQsamment expliqué dans 
^ l'introduction qu'on trouvera plus loin. Mais, peut-être, ce livre 
^ sera-l-il mieux compris, si nous insistons un peu dans cette pré- 
^ face, sur ce qu'il convient d'entendre par la Géométrie pratique. 
-. D'une façou générale, on peut dire qu'elle comprend l'exposition 
( des constructions, ou tracés, que l'on peut avoir à effectuer sur une 
■* épure, ou sur le terrain. Elle soulève ainsi de nombreux problèmes 
x) et, au premier abord, il semble qu'elle n'ait rien de bien nouveau 
à dire au sujet des solutions qu'ils comportent; celles-ci étant 
exposées, soit dans les livres classiques, soit dans des mémoires, 
tels que ceux qu'on trouvera cités au cours de cet ouvrage. Mais 
cette première impression, qu'éveille en nous ce terme de Géomélrie 
pratique, a' en ■pas exacte; et Tonne saurait croire, quand on n'apas 
un peu réQéchisurcesujet,j:ombien il est vaste; à quel point il est 
varié, intéressant, et parfois délicat. C'est que, en effet, le plus simple 
desproblèmes de cette Géométrie exige des solutions très diverses ; 
depuis ce que nous appelons la solution générale, et nous entendons 
par là, celle qui est applicable à tous les cas, quelles que soient les 
difficultés matérielles quo l'on peut rencontrer, jusqu'aux sotutiona 
particiUièret, si variées, qui, le plus souvent, s'adaptent, plus simple- 
ment que la solution générale, aux données du problème que l'on 
traite. 

Il faut observer, eu outre, que les tracés indiqués, dans une 
solution, nécessitent l'usage de certains instruments mathéma- 
tiques. Ils exigent, à tour de rôle, l'emploi de la règle, du compas, 
de la règle plate, da l'équerre ordinaire, ou quelquefois de la 
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fausse équerre; dans d'autres cas, leur eiécution demandera l'em- 
ploi delaTëglediriaée.ou, sur le terrain, du cordeau divisé, etc. Or, 
au point de vue pratique, il est clair que ces instruments ue peuvent 
pas toujours être adoptés ; du moins, dans les conditions matérielles 
où 1*0 Q se trouve placé. Ainsi, pour indiquer.à es propos, ladifRcullé 
la plus évidente; l'usage des arcs de cercle ne peut convenir aux 
opérations efiectuées sur le lorrain. Il y a donc lieu de distinguer, 
suivant le choix que l'on a fait des instruments dont on s'accorde 
l'usage : la Géométrie de la règle, celle du compas, celle de la règle et 
del'équerre(*), etc., pour ne citer que les combinaisonsqui se pré- 
sentent immédiatement à l'esprit, dans l'ordre d'idées que nous 
exposons ici. 

Pour préciser, par un exemple, le sens de cette pensée générale, 
prenons un problème bien simple, classique entre tous, celui où 
l'on propose le tracé de Vellipse par points et par tangentes. 

On trouvera (§ 47 et'suivants) l'exposition d'un procédé n'exi- 
geant pour le tracé en question que l'emploi de la règle et de 
l'équerre ordinaire. Mais, comme nous l'avons observé plus loin 
(p. 339), la solution indiquée peut, au point de vue pratique, être 
mise en défaut dans certains cas. Aussi, avons-nous montré (loc. 
ci<.^ comment il devait être modifié, dans celte hypothèse. On se 
tromperait, pourtant, en admettant que les constructions de cette 
seconde solution ne peuvent pas être, à leur tour, en défautdans 
certains cas. C'est ce qu'il est facile de vérifier, en posant le pro- 
blème suivant : 

Sort donne, en grandeur et en position, te grand axe A'A = 20 à'\tnt 
ellipse r. Sur A'A, on a pris A'C ^ut représente le petit axe 2b, de F. 
Mais on tvpposeque le sommetBzsT stTUÉ hors des libites de l'épure; 
dans ces conditions, on propose de construire l'ellipse, par points ; notamment, 
dans le voisinage du sommet A, et en n'empipi/ant que la règle et Cequerre. 

Yoilà un problème, bien caractérisé, de Géométrie pratique (*■*) ; 

(') Il y en a, bien entendu, beaucoup d'autres: Par exemple, on peut 
refuser, pour la solution d'un problème donné, l'emploi du compas, eu 
accordant pourtant k présence d'un cercle déjà tracé dans le plac où doit 
s'eSectuer l'épure (Voyez, k ce propos, les notes placées pp. 35, 360 et 365). 
Dans d'autres cas, on dispose simplement d'un compas à branches fixes. 
(Vojei la note de la page 5.) 
(■•) Noua laisaonsaulecleur le soin de vérifier la solution suivante: 
Par A', on mène une droite quelconque A, sur laquelle on abaiise les 
perpendiculaires AP, CQ ; par Q, on mène uoa parallèle k kk' ; par P, on 
trace une perpendiculaire à AA'. Les droites ainsi obteaues se coupent 
en un point I qui appartient a l'ellipse considérée. 
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et aucuno des coostruclions ordioaires, aucune de celles que nous 
avons rappelées tout k l'heure ne permet de lo résoudre. 

Nous trompons-nous quand nous pensons que cette Géométrie 
dont nous indiquons ici les lignes générales et qui n'est pas, on en 
convienfira, ni la moins intéressante, ni la moins profitable à l'édu- 
cation mathématique, est à peine soupçonnée? Peut-être ce livre 
contribuera-l-il à porter dur elle l'attention des professeurs, nos 
collègues. En le lisant, ils y trouveront la matière de nombreux 
exercices intéressants. Les solutions tro^ diverses qui conviennent 
aux prohlètnes de celle espùce et les discussions qu'ils comportent 
auropl pour effet certain d'aiguiser l'esprit des meilleurs élèves 
et de fixer, par l'attrait particulier, propre à la Géométrie pratique, 
l'attention de ceux qui n'enlrevoient pns toujours, au début de leurs 
études malhêmaliques, abstraction faite de la spéculation méta- 
physique des idées,^rintérâi qui s'attache à ces éludes. 

En terminant cette préface, Je désire répondre, pai^ avance, à l'une 
des critiq-ues qui seront peut-être exprimées sur un ouvrage que 
je présente pourtant avec confiance à tous ceux qui ont conservé 
le goût des choses géométriques ; à tous ceux qui aiment les faits 
précis, clarement exprimés, cl nettement démontrés. 

Dans les problèmes que nous avons traités, nous nous sommes 
efforcé de rechercher les solutions les plus simples. Mais on trou- 
vera sans douie que, dans un ccptain nombre de cas, les solutions 
proposées par nous n'offrent pas un caractère suffisammenl pra- 
tique; soit que, par sa naiure, le problème traité ne comporte 
vraimept pas de solution semblable ; soit que nous n'ayons pas eu 
le bonheur d'imaginer la meilleure. Aucune observation ne saurait 
ôlre plus juste et, certes, nous supposons, sans peine, qu'on décou- 
vrira des solutions plus simples que celles que nous avons indi- 
quées. Nous avouons aussi, bien voloutiers, que, parmi les pro- 
blèmes abordés dans cet ouvrage, certains ont un caractère peu 
pratique. Cet aveu, nous l'avons fait déjà dans le cours de cet 
ouvrage. Mais nous voulons y insister ici et nous accordons, sans 
réserve, que, parmi les questions que nous avons traitées, quelques- 
unes doivent être envisagées comme cousiituant plutôt des exer- 
cices destinés à développer l'esprit de la Géométrie pratique. Elles 
n'ont aucune autre prétention; lo lecteur voudra bien les accepter 
à ce titre. 

Paris, 1" janvier 1890. 

G. DE LONGCHAMPS; 
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de poudres. — L'ouverture de la parallèle 278 

Chafitre XI. Le poitt i s accessible dass l'espace. — La banleur de la 
tour. — La méthode du miroir. — Le rayon de la touTi solutions 
diverses. — La bautenr du màt. — Le cas de la tour dont le pied 
est inaccessible. — La tour rectangulaire. — Solution générale de 
la détermination des hauteurs. — La hauteur de la montagne. — 
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ment d'un bassin maritime; discussion des formes diverses (rcc- 
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ElERCIIXS Sfr} 



D,a,l,z.dDvG00gIf 



ESSAI 



GÉOMÉTRIE DE LA RÈGLE 

ET DE L'ÉQUERRE 



Nous nous proposons, dans le travail que nous entrepre- 
nons ici, de résoudre, avec la règle seule ou, dans d'autres 
cas, avec la règle et l'équerre, quelques problèmes qui 
ressortenl de la géométrie pratique. 

Cet ouvrage est divisé en deux parties. Dans la première, 
nous nous occupons surtout d'exposer les principes théo- 
riques qui seront utilisés dans la suite de l'ouvrage ; puis 
nous les appliquons au tracé de quelques courbes célèbres» 
Bans l'autre, nous développons les solutions que comportent 
certaines questions que soulèveut l'arpentage et l'art de la 
guerre. D'ailleurs, les démonstrations des principes sur 
lesquels nous basons nos constructions, n'exigent, pour 
être comprises, quo la connaissance de la géométrie élé- 
mentaire: ce n'est qu'à de rares occasions que nous avons 
fait un emprunt très, court aux notions supérieures. 

Avant d'entrer dans notre sujet, une analyse un peu dé- 
taillée du livre "qui nous parait se rapprocher le plus de 
celui que nous allons écrire fera mieux- apprécier la portée 
de celui-ci, l'intérêt qu'il comporte et le but que nous 
noua sommes posé. 
L'ouvrage auquel nous venons de Caire allusion est dû à 

i\. DE L. — GiOHÉTKie DE L\ R&OLI. I 
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Servois (*). Chasles le cite, non sans éloges, dans son Aperçu 
liistorique (**) et dit, à propos de lui : « Passons aux autres 
ouvrages qui, après ceux de Moiige et de Carnet, ont servi 
le plus utilement la science. 
« Tels nous paraissent être ; 

s L'intéressant essai de la géométrie de la règle, où 
M. Servois, après avoir réuni les théorèmes principaux de 
la théorie des transversales, en montre les usages en géo- 
métrie rationnelle, pour la démonstration des propositions, 
et dans la géométrie pratique,i.pour résoudre sur le terrain, 
par des alignements, les différents problèmes qui se pré- 
sentent surtout à la guerre, etc..,. » 

Ces quelques lignes, que nous empruntons à l'Aperçu his- 
torique, résument bien le livre de Servois; mais il nous 
parait utile d'analyser cet ouvrage d'une façon plus explicite 
et nous voulons entrer dans des détails plus circonstanciés 
sur les points principaux qui s'y trouvent développés. 

La partie théorique du livra do Servois,' son exposition des 
principes fondamentaux de la théorie des transversales, sont 
de peu d'importance ; elles n'offrent plus aujourd'hui, vu les 
démonstrations simples de la géomélrie moderne, aucun 
intérêt. 11 n'en est pas de même de la partie pratique. 
Servois, comme professeur aux écoles d'artillerie, s'est par- 
ticulièrement préoccupé des applications de la géométrie à 
l'art de la guerre; il a cherché, et quelquefois trouvé avec 
bonheur des solutions simples, et vraiment pratiques, des 
problèmes principaux qui intéressent la guerre des sièges et 
les combats d'artillerie. « Il est utile, dit Servois, surtout à 

ri Solutions peu connues rfs différents problèmes de géométrie pr<iligiie, 
nour servir de supplément a ui traités connus de celle science; recueillies par 
F -J Servois professeur de mathématiques aux Ecoles d'Artillerie. (A Meti, 
chez'ueïilly.'ubraire, rue du Petit-Poris ; et k l-aris, chez Conrcier, libraire, 
iiuai des Auguatins, an XII.) * • • . , 

Cet ouvrage est devenu extrèmeaient rave. Le seul eiemplaire qui existe, i 
noire coonaissance, appartient à la biblioUiéque du dépôt des Forliflcations, 
au ministère de la guerre. C'est par rioterniédiaire amical de M. Laisanl, et 
irrâceù l'obligeance du général Bressonnel, que nous avons pu posséder pen- 
dant quelques jours cei eiemplnire. Nous leur en eiprimona ici tous nos re- 
merciements. 

(••) Ctia^e», aperçu hitlorique, p. 213. 
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la guerre, de pouvoir exécuter sur le terrain diverses opéra- 
tions géométriques, telles que; mesurer des dislances, prendre 
des prolongements, menei- des parallèles, etc..,, sans le secours 
d'instruments de prix qu'on acquiert et qu'on transporte diffi- 
cilement. X 

* Pour résoudre ces dilTéreuts problèmes, Servois accorde 
tes jalons, l'éqtterre d'arpenteur, le cordeau et la ckaine. Mais 
à propos de ce dernier instrument, il dit : u Le chaîner, s'^I 
est permis de s'exprimer ainsi, exige beaucoup de temps et 
de soin ; tandis qu'on peut toujours prendre des alignements 
avec exactitude et célérité. C'est pour ce motif qu'il pro- 
pose, très sagement à notre avis, de muUiplicr les alignemenls, 
en diminuant les chaînages. 

Aux instruments que nous avons cités, Servois ajoute 
encore ce qu'il nomme la fausse équerre. Par fausse équerre, 
Servois entend la figure formée par deux droites formant un 
angle fixe, différent de l'angle droit, et, aprfes avoir montré, 
à plusieurs reprises, tout le parti qu'on peut tirer de cet 
instrument, Servois termine son livre en disant : a Ce n'est 
pas sans raison que j'ai si souvent fait observer qu'on pouvait 
remplacer i'équerre par la fausse équerre. C'est qu'on peut par- 
tout, et sans frais, se procurer lu dernière ; deux traits de scie 
ea croix, sur Ja tête d'un piquet, font tout l'instrument. » 

Gomme le fait encore observer Servois, la fausse équerre 
partage avec l'équerro ordinaire le mérite de fournir le 
moyen de. répéter, autant de fois que l'on veut, le même 
aufrle; d'ailleurs, la fausse équerre peut eu besoiu, rem- 
placer complètement I'équerre ordinaire, puisqu'il est possi- 
ble, avec celle-là, d'abaisser ou d'élever des perpendiculaires. 

Quant aux arcs de cercle décrits sur le terrain, Servois 
s'en refuse systématiquement l'usage et il dit à ce propos, 
dans sa préface : « J'ai eu l'attention particulière de ne me 
jamais servir de la chaîne, comme compas ; c'est-à-dire de 
ne jamais déterminer la position d'un point sur le terrain 
par l'intersection de deux arcs de cercle, ou d'une droite 
et d'un arc. » Et plus loin, dans le corps de l'ouvrage, 
Servois revenant sur les constructions où l'on fait usage 
des arcs de cercle, dit encore : v Si les rayons dos arcs sont 
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petits, l'opéralion manque do justesse; s'ils sont très grands, 
l'opération est presque impossible. » 

On voit suffisamment, par les citations qui précèdent, 
quelles sont les idées pratiques qui ont présidé à la compo- 
sition du livre de Servoîs. Si nous ne nous arrêtons pas 
davantage à l'uualyse de cet ouvrage, c'est aue naus aurons 
occasion, à plusieurs reprises, d'indiquer dans la suite de 
j;et "ouvrage certaines solutions proposées par Servois et 
dont quelques-unes, peu connues, môme aujourd'hui, méri - 
tout, il nous semble, d'être mises en lumière. 

L'ouvrage de Servois, livre ingénieux et plein do ce bon 
sens pratique qui se trouve là si bien à sa place, a été pré- 
cédé de nombreuses publications analogues. Nous citerons 
d'abord, comme plus particulièrement dignes de remarque, le 
traité de Schooten et celui de Mascberoni, 

Le livre de Scbooten {*) eut, d'après Oliasles (**), le pre- 
mier exemple de celte géométrie qui se propose la solution 
de certains problèmes par la ligne droite seulement, géométrie 
que Brianchon a cultivée au commencement de ce siècle el 
qu'il a nommée la Géométrie de la régie. 

L'ouvrage de Schooten, sauf un ou deux pointe que nous 
ferons connaître, n'aborde qu'un très petit nombre de pro- 
blèmes et les solutions qu'il expose sont généralement lon- 
gues et peu élégantes. De plus, il présente, et Servois est. 
tombé dans la même erreur, un cercle vicieux dont nous 
devons dire ici un mot. 

Scboolen dit, à la première page de son livre : « Postule- 
tur : ad dalum punclum in data recla iudefinita rcclam 
liucam coUocare, dalce rectae tcrminato» aiqualem. e 

Or, porter sur une droite donnée, ù partir d'un point 
donné, une longueur déterminée est une opcratioo qui ne 
peut, en général, être effectuée qu'avec l'aide du compas. 



(*) Fbancisci a Schooten, Exercitationum matlicmalkaTum, liber IL De 
ConsIriiclioDe problemalum simplieium geome(ncoruin,seu, qiiKsoIvi possunl 
ducendo tanlum reclus lineas. ( Lu gduno- Batavia, 1ti5(>.) Cet ouvrage est tnoias 
rare que ceUii de Servois : on en trouve, notamment, un esoiiipiaire à la bi- 
bliothèque de l'École polytechnique, et un autre à la Bibliotliéque nationale. 

[**) Aperça kûtorique p. 96. 
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Celte règle souffre des exceptions que nous aurons occasion 
de sigoaler, notammenl, lorsque la longueur déterminée est 
parallèle à la droite sur laquelle il faut les porter, ou lors- 
qu'elle est iiiclmée sur celle-ci d'un angle égal à 60°. Mais 
la règle, telle que l'entendaient Schooten et Servois, ne 
permet pas de résoudre la construction précédente, et il y a 
là une erreur qui vicie quelques-unes des constructions in- 
diquées par ces deux auteurs. Pour lever cette difficulté — 
mais nous reviendrons dans la suite sur co point délicat — 
il faut prendre la règle dans un sens nouveau et qui a été 
formulé par le général de Coatpont (*), dans les termes sui- 
vants : « Je définis, dit-il, règle une lame offrant deux côtés . 
rectilignes et parallèles, permettant de tracer des parallèles 
équidistantes. n 
Le livre de Mascheroni (**) est aussi Ijès rare. Au sur- 

['I Nouvelle correspondan 
à propos de cet article, uae m 
1879, p. 439. 

('*] lUa.'ïcheroDi a composé deux traités de géomélcie pratique; celui auquel 
nous faisons atlnsion ici est une Géométrie de la règle [problèmes pour let 
arpenteurs avec différentes sulution$i Pavie, 1793], Il a été traduit eu français 
au commeacemenl de ce siècle. L'autre livre de Mascheroni, la Géométrie du 
(compas, cité par Cbasles dans VApo'çu historique, est plus connu; il pour 
titre: Géométrie du compas par L. Maicheroni; ouvrage traduit de l'italien 
pcr A. M. Corrette, officier du génie & Paris, chez Duprat, libraire pour les 
mathématiques, quai des Augustins ; an VI. 

C'pst à propos de ce livre que Chasies [lib, cil., p. 214) tait connaître les 
détails biblicgraphiqucs suivants: 

i L'occasion se présente ici de faire mention de la Géométrie du compas de 
Mascheroui (aun. t"97), ouvrage original et curieii\, qui a pour objet la 
résoluliun, par le compas seulement, des problèmes que l'on résout ordinai- 
rement par la règle et le compas. Celte géométrie esl plus riche et plus étendue 
que cello de la régie, pan-e qu'elle embrasse les problèmes du second ûigié 
qui sont tous ceui qui forment le domaine de la géométrie ordinaire. 
Mascheroni fait voir qu'elle s'applique aussi, aven facilité, A la solulioa 
approiiuiative des problèmes qui dépendent d(>s sections coniques et d'une 
géomélrie pius relevée. 

> Des essaie du même genre que la géométrie de la rècle el de celle du 
compas, et qui tiennent pour ainsi dire le milieu entre les deux, avaient déjà 
occupé, longtemps auparavanl, de célèbres mathématiciens. Cardan, le premier 
dans sou livi'e De subtilitate, avait résolu plusieurs problèmes d'Ëuciide par 
la ligne droite et uno seule ouverture de comp»s, comme si l'on n'avait, dans 
la pratique, qu'une règle et un compas invariable. Tarlalea ne tarda pai k 
suivre son rival sur ce terrain, et éleodil cette manière par de nou«eau\ 
problèmes. (Général traltato di numari, c mdure; h"" parle, libro lerzo. 
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plus, ce trait<^ n'intére^so qu'indirectement la géométrie de 
la règle, telle que nous la concevons, parce que Masche- 
roni se sert presque uniquement de formulea trigonomé- 
triques dont nous nous refusons l'usage. 

Après Schootén, Mascheroni ot Servois ; après Lambert (*) 
qui a précédé Servois et qui doit être cité ici, les publications 
que nous pouvons signaler comme présentant un point de 
contact avec la géométrie de la règle sont : 1° le mémoire 
de Brianchon (**) et 2°, dans l'époque tout à fait moderne, 
les ouvrages de MM. Reye (***), Favaro {***») et Cré- 
mone (*♦»»»), Nous aurons d'ailleurs occBsion de citer ces 
.auteurs dans le courant de ce livre, bien que rarement, 
l'idée qui nous. dirigé dans ce travail et que nous avons 
exposée plus haut n'étant pas absolument et uniquement 
celle de la géométrie projective, laquelle n'admet pour les 
solutions des problèmes qu'elle se pose que l'emploi de la 

in-fol. Venise, 1S60.|EDlln, unsavanl géomËtrepiémonlaia.J.-B. deBeoedloIU, 

en lit l'objet d'an traité iatitalë ; Resotulio omnium Euclidis problematum 
aliofumque ad hoc necessario inveatorum, un<t tantum ffioifa circini data 
aperturS; îaA', Venise, 1S53. <i 

En rapprochantcepassagadeTilperfu ftilIori^IM, des articles que nousatoni 
cités plus haut et qui sont dus au général de Coalponl, e[ au major de Till^ , on 
reconnaîtra que l'idée de Cardan funo règle tt iin cùtnpat invariabla) revient 
à celte-ci, une règle plate à bords parattéifs. L'erreur de Scboolen et de Ser- 
vois que noua avons signaiéc tient juatemenl A ce fait qu'ils ne s'accordaient 
pas : soit une ouverture de compns, cammc l'ont voulu Cardan et ses imita- 
teurs; soit une dimension dans la règle, comme l'a proposé la général de Coalponl, 

(") Perspeclive de Lambert, 1759 et 1773. La seconde ôdiiion renferme 
plusieurs propositions inléressani la géométrie de la règle. 

(*') Mémoire sur l'application des transversales. Ce mémoire cité par Cbasieg 
(Ap. h., p. 314) ne doit pas être coorondu avec celui qui existe dans la 
Correspondance sur l'École Polytechnique, t. Il, p. 383; ni avec la noie qui 
parut au Journal de l'École Polytechnique, cahier Xlll, 1SD6, dans laquelle 
Itrianchon expose le théorème corrélatif de i'beiagrame de Pascal. 

[*") Leçons sur la géométrie da position, 2 vol. par le U' Tb. Rejc, 
professeurs l'Université de Strasbourg; traduites de l'allemand par 0. Che- 
min, ingénieur des ponts et chaussées, répétiteur à cette école. (Paris, Uunod, 
188I-18S2.J 

[*■"*) Leçoni de statique graphique, par Anlonio Favaro, professeur à 
rUniïirsité royale de Pailotie, traduites de l'iialien par Paul Terrier, ingénieur 
des nrlset manufactures, Paris, (Gauthiep-Villars, 1879.) 

("•"') Êlénienis de géométrie projective, par Luigi (Iremona, directeur de 
l'Ëcolé d'application des Ingénieur ii Rome; InidniU avec In collaboration de 
l'auteur par Ed. Deivuir, clield^baialllon du génie. (Paris, Gauthier- Vilhrs1875. 
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règle ordinaire, ou, sur le terrain, que celui des jalons et 
des alignements ('). 

CHAPITRE PREMIER 

CONSIDÉRATIONS SUR LES TRAKSVERSALKS 

La géométrie de la règle prend, assez souvent, pour base 
des construclions qu'elle propose, certaines propriéLés des 
transversales. Les théorèmes auxquels nous faisons ici allu- 
sion et qui nous serviront dans la suite, sont, pour la plu- 
part, bien connus et nous renvoyons, une fois pour toutes, à 
leur sujet, aux ouvrages classiques ; notamment, k l'escal- 
lent traité de MM, Rouché et de Coniberousse. 

Néanmoins, avant d'aborder les applications que nous 
visons plus particulièrement dans ce livre, il nous parait 
nécessaire à la clarté des esplicatioos qui vont suivre, de 
rappeler ceux de ces théorèmes qui ont une importance plus 
marquée, ou qui donnent lieu, soit à certaines généralisations, 
soit à des développements que nous croyons nouveaux ou 
peu connus. Nous consacrons ce chapitre, et le suivant, à 
leur exposition, 

1. Théorème de Gergonne (" ■ ). — Lorsque trois droites 
partant des sommets d\m triangle ABC, concourent en un point 
et rencontrent les côtés de ce triangle aux points A', B', C, on a 
OA' , OB' , OC ,,, 

AÂ' + BË'+CC = '- "* 



les de flergoane plusieurs 
I d S u m e c. . . JDtëressaDt la géoméirie de la règle 
et noua aurons o ca on d c quelques-un? d'enire cui dans la suite de 
ee Iraïail. La présen de moires dans [es Annalex de Gergtatae nous 

a clé signalée pa M fi ad 

('") Co Ihéorème p de questions proposées dan>; les Annales de 
Gergonne (t. IX, 1818 et lfil9, p. 116}. Gergonne rapponanl [loc. dt., p. 277) 
la solution proposée par divers auteurs, pour ce théorùmc et pour son ana- 
logue dans l'espace, dit : a Nous sommes tombés très simplement sur ces den>: 
ihéorènips en cherchant à décomposer une masse supposée réduite à un point 
en trois ou qualre autres situées au somraetd'un iriangle ou d'un létraÈdre. » 
Gergonne avait ainsi retrouTâ la méthode statique deJean île Ceva, à laquelle 
nous faisons allusion nn peu plus loin. 
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Noos représenterons la position d'un point 0, dans le plao 
d'un triangle ABC, au moyen de trois nombres a, p, y 
que nous définissons ainsi : a représente la surface du 
triangle BOC; « est positif, lorsque le point est silné, par 
rapport à BG, du même côté que A; il est négatif dans le 
cas contraire. Cette conrenlion s'étend aux nombres ^ et y; 
et, dans ces conditions, quelle que soit la position du pointO 
dans le plan ABC, on a toujours 

« + P+Ï = S, 
s désignant la surface du triangle ABC. 

Pour abréger le langage, nous dirons que a, p, f 
représentent les coordonnées du point 0, relativement à la 
figure ABC. 

Cela posé, nous avons 

OA/ _ BOC _a^ 
AA' ~ BAC ~ S' 
et, de même, 

"b; _ p t — — ■^ 

R' ~ S' ce ~ S' 




Cfs égalités enlralnent la suivante: 

OV OF OC' _ « + H 
ÂA' "*" BB' "^ ce ~ S 



Bekarque. '• Cette propriété est générale; elle est vraie 
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pour tous les poinis du plan, on supposant que les rapports 

— f ^Çïv> TTfT soient positifs ou négatifs, en même temps 

A A B B C (j 

que les coordonnées a, p, y du point 0. 

2. Théorème do ChaslâB {*}. — Dans tout quadrilatère la 
diagonale issue d'un sommet divisée par son prolongement 
jusqu'à la droite qui joint les poinis de concours des côtés opposés, 
égale la somine des deux côtés issus du même sommet, divines 
respectivement par leurs prolongements jusqu'aùcc côtés opposés. 

Celte proposition que nous appliquerons dans la suite à 
la détermination de 
la distance d'uu point 
donné à un point inac- 
cessible est la consé- 
quence immédiate du - 
théorème précédent. 

Il faut pourtant 
observer que le mot 
«ommeestprisici dans 
son sens algébrique. 

Soil ABCD le qua- 
drilatère proposé. On 
peut considérer le 
point A comme élant 
situé à l'interseclion 
de trois droites issues des sommets du triangle QCP; en 
appliquant le théorème I et en tenant comple, sur la figure, 
de la remarque énoncée plus haut, on a 
RA_j_DA_BA_ 
RtJ ' DQ BP~ '' 

Cette relation peut fs'écrire 

(') Voyez Àptrçu histùrique, p. 396. La démoasti-ation proposée par Chasles 
eil une appUcalion de la inéihode de Jeao de Ceva, citée plus loin. Dans 
celte méthode, trt-s ingénieuse et Irès féconde, on suppose placées au< pointa 
d'intersection des droites considérées, des forces parallèles dont les intensilès 
sont inversement proporiionaelles aux seginenls qui se trouvent sur les 
droites; puia, on applique les propriétés cooDues sur la détermiualion du 
point d'applicatioQ de tt résultaote. 
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IIQ 



AC_BA_DA 
EÔ ~ BP DQ ■ 
Celte égalité constitue le théorème en question, 

3. Théorème. — Les trois droites AA', BB', CC (*) qui 
concourent au même point déterminent sur les côtés du triangle 
ABC, trois points A', B', C qui donnent lieu à la relation 

A'B B'G C'A .... .^, 

rU-B^-âB=-' < >■ t^> 

Les Jeux triangles BOA, COA ont la même base OA; 
leurs surfaces sont entre elles dans le rapport des hauteurs 
correspondantes, rapport qui est le même que celui des seg- 
ments BA', CA', 
D'après cela, nous pouvons écrire les égalités suivantes : 

A'C f ' B'A ~ V ' C'B ^ a • ^ ' 

Ces relations sont écrites eu supposant que le point O 
est situé, comme le représente la figure, à l'iotérieur du 
triangle ABC; dans cette hypothèse, les coordonnées a, p, y 
sont positives, et les rapports 

YB Fc c;a 

A'C B'A' C'B 
sout, au contraire, of conformément ù la convention connue, 
négatifs. 
Nous avons donc, après avoir multiplié entre elles les 

égalités (A), 

(•) Voyei la figuro 1. 

("j C'est le théorème de Jean de Ceva. Ce théorème fondamenlal a été 
longlemps allribué ft Jean Bemoulli, parce qu'il a été énoncé el démontré 
par ce géomètre [Œuvrts de Jean Bernonlll, t. IV, p. 33); c'est sous ce 
nom qu'il est donné dans l'ouvrage de Servois, cité plus haut. La démoni- 
tration que noua venoo* d'eiposer ne dilHtre qae par In forme ds celle qui 
B élé donnée par Jean de Ceva dam «m ouvrage : D« tintis rectii >e invictm 
lecantibm itatiei eonstntctio (in-4*, Milan, inTS). Nous avons substitué seu- 
lement i l'idia de force, employée par Jean de Cova, l'iJM aezurface.\'oj(i : 
Aptrçu AiilorifM, p. 39J. 
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A'B B'C C'A _ 

A'C • B'A ■ eu ~ '■ 

4. Théorème. — Si trois points A", B', C situés sur 
les i-ôtés d'un triangle ABC donnent lieu à Ut relation 

A^ Fu c;a __ 

A'C B'A ■ GB ~ '' 
les droites AA', BB', CC sont concourantes. 

Cette proposition, réciproque de celle de Jean de Ceva, se 

démontre sana difficulté; nous passons sur ce point sans 
nous y arrêter, parce que nous allons établir un théorème 
général qui donne, du mf^me coup, dans un cas particulier, 
le théorème de Jean de Geva et sa réciproque. 
Voici cette généralisation. 

5. Thdoràme. — Soient A', B', C troispoints quelconques 
pris sur les côléi ' a 
du triangle ABC; 
les droites AA', BB', 
ce déterminent, par 
leurs intersections 
mutuelles, un tri- 
angle A'B'C", dont la 
surface S est donnée ^ 
par la formule : 




(3) 



a +UVW)' 

-j — (l_y4-UV)(l — U + UW)(l — W + VW)' 

dans laquelle, les quantités u, v, w représentent, en grandeur et 



n signe, les rapports 



A'B FC 
A'C B'A' 



c;a 

C'B' 



Calculons d'abord, au moyen des quantités données «. 
V, w, la surface des triangles 

BA'G, CB'A, ACB. 
En observant que les deux triangles BA'C, AA'G ont la 
même base A'C, nous avons 

BA^C _ BC _i^ 
AA''C ~ AC "" uj ■ 
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De môme 

BA'C _ B'G _ 
BA'A — FÂ ~ "■ 
Ed tenant compte de la relation 

BA'C + AA'G 4- BA''A = 
ces égalités donnent, par combinaison, 
BA'C V 



S I + v + vie " 

On trouve, pareillement, 

CB'A w 



S -,+,<, + , 

et AC'B : 



■ -I- u + «u 
Si, maintenant, nous observons que 

S = S — Bâ"C — CB''A — ACB, 
nous avons enfin,pourrexpressiondeS,fin fonction de u,u, te; 



S . I+U-f-Mtl l -\- V ~^- VJV i -{• w -\- uw ' 

En réduisant les diverses fractions qui constituent ie 

second membre, au même dénominateur nous trouvons, 

tout calcul fait, 

S^ (i^uvly 

S (, +„ + „,)(, +v+vw){i-\-w + i^w)' 
Dans cette égalité, les nombres m, v, w sont pris en valeur 

absolue ; en tenant compte des signes, et en se conformant 

à ceux qui résultent de la figure ci-dessus, on doit changer 

«, V, w, respectivement, en — w, — v, — w et l'on a bien la 

formule anm 



6. RsHAnQUE. — L'égalité (3) donne, parmi les conséquences 
qu'elle entraîne, le théorème de Jean de Ceva et sa propriété 
réciproque. 

Si l'on suppose que les droites AA', BB', GC soient con- 
courantes, on a S ^ o ; et, par suite, uvw = — i . Récipro- 
quement, si, dans cette égalité, on suppose uvio = — i, on a 
S = o ; les droites AA', BB', CG' sont donc concourantes. 

7, Théorôme. — Lorsqu'une transversale A rencontre les 
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côtés d'un triangle aux points A', B', G', on a la relation 
A'B B'C C'A_ 
A'C " B'A ■ C B ~ ' 
Abaissons sur i, des sommets du triangle ABC, des 
perpendiculaires Aa, B6, Ce; nuus avons 

A/B_B6FC_Cc . ^ ^ él 
A'C ~ Ce' B'A " Âfl' ® O'B ~ Bb" 
Ces égalités entraînent la suivante 
A'B B'C C'A _ 
A'C ■ B'A * es ~" '■ 




Ce théorème, comme on le sait, est attribué à Ménélaus (*}. 



(*) Ménélaiia, géomètre grec (v. HO oprËs J.-C; Spherica, I. III, p. i]. On 
connaît do lui deai ouvrages; l'ua qui était relatif au calcul des cordes 
el qui a été perdu ; l'autre intitulé lei Sphériques, dans lequel se trouve 
comme leoime la propriété en question. 

Ce théorËme, si justement célèbre, Était bien connu des anciens. On le 
trouve encore dan» ÏAlmagtste de Plolémée et dans le VIII' livre des iBuvres 
de Pappuï. (Vojei: Cbasles, les trois livres dei Porisnus iEueliie, p. 107.) 
Chasics dit à ce propos [toc. cit.] ■■ « Il y a lieu de penser qu'Euctide lui-même 
faisait usage du ibéorcme, et que c'est par celte raison qun Puppus ne fait 
pas difficulté de l'employer dans ses lemmes, sans le démontrer .> Cbasles 
fait allusion ici aux Irenle-huiC ttmmes de Pappas qui ont servi à Simson 
d'abord, à lui-même ensuite, à rétablir, avec une certaine probabilité, les 
Iroisiirres des Porismes d'Euclide. 

Nous dirons ici, à cette occasion, que, si înfcénieuse que soit la reconsti- 
tution des livresen question, telle qu'eilea été laite parSimson et par Cbailes, 
cette longue sui<e de propositions ne nous parait oOïir qu'un intérêt scienti- 
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Sa réciproque est vraio et donne lieu à de nombreuses con 
séquences. Mais, sans reproduire la démonstration très 
connue qui établit cette réciproque, nous allons, à l'imita- 
tion de ce que nous avons fait tout à l'heure pour le théo- 
rème de Jean de Geva, donner un théorème plus général que 
celui de Ménélaiis et, do co théorème général, nous dédui- 
rons, dans un cas particulier, la proposition de MénélaUs et 
sa réciproque. 

8. Théorème. — Si l'on prend Ifotspoînls A',B',G' sur les 

côlÉs d'un triangle ABC, et si l'on pose 

£B_ b;c_ c;a_ 

A'U~"' B'A" '' U'B~^'' 
la sur/acc o du triangle A'B'C est donnée par la formule 
a I — uvw 



"(■ 



-")(■ 



ïKi- 




Considérons les 
deuitrianglesAC'B', 
ABC; ils ont un 
angle commun et 
nous pouvons écrire 
ACB' _ AC ■ AB' 
ABC ^ AB . AO ' 



En appliquant cette remarque aux triangles CA'B' et 
BA'C, puis en observant que 

a + AC'B' + CA'B' + BA'C = S, 
nous avons, d'abord, 

AC'B' + CA'B'-]- BA'C _ wfi +u) + m(i -f y) -|-t)(i +»,) 
S - ^u -\- i){v + i){w -\- i) 

Oquc assez fuible, parce que les théorèmes énoncés ne aont, pour le très grand 
nombre, que dei corollaires, très mullipliés, d'une proposilion générale, 
unique, celle qui vise le lieu décrit par b point d'interjection des branches 
correspondanlesdedeui faisceaux homographiques, ojant deux nyons cwres- 
poQdanls coiDcidents. Il reste, Il est vrai, au livre «n question, sui grand 
inlérËtblXoriqae, lequel est bonde conleslation. 
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puis 

s (u+,)(v+i)(w+ I) 

« 1 + nvw 

ou encore ■^= , ; r; ] -. 1 r . 

Cette relatiou suppose que «, v, lo sont des quantités 
prises en valeur absolue; si l'on veut les affecter de signes, 
conformémeat à la convention ordinaire, on a bien la for- 
mule annoncée. 

Parmi les conséquences qui résultent de cette fojmule, ou 
peutohserver que : 1" si les trois points A', B', C sonten ligne 
droite, on a a ^ o, et, par suite, uvw = i ; c'est le théorème 
de Méuélatls; 3" si vvw ^ i, alors ir ^ o; les trois points 
A', B', C sont eh ligne droite ; c'est la proposition réciproque. 

CHAPITRE II 

LES TRANSTBRSALBS, LES POINTS, ET LES TRIANGLES RÉClPBOQUBS.r 
— THÉORÈMES DIVERS. 

8. Définitions. — P^nts et transversales réciproques. — 




Nous ferons souvent usage, surtout dans la première partie 
de ce livre, de points et de droites, associés d'après une 
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loi que nous avons imaginée autrefois C-) et que nous avons 
nommés points réciproqoes et tbaksveksales r.Écii>R0Quss. 

Imaginons un triangle ABC et, dans le plan de ce triangle, 
un certain point 0'. La droite O'A rencontre BC en A' ; soit 
A' le symétrique de A' par rapport au milieu de BC. La 
droite AA' el les droites analogues BB' CC (d'après le Ihéo- 
réme de Jean de Ceva et sa réciproque) concourent en un 
point 0'. Ces 
deux points 0', 
0", ainsi asso- 
ciés et qui sont 
tels que le point 
0' étant déduit 
de 0', comme 
nous venons de 
le dire; récipro- 
quement le point 
0' puisse se dé- 
duire de 0' par 
la même loi, 
soutdeux points 
que nous nom- 
mons récipro- 
ques. 

Prenons maintenant une transversale S', dans le plan du 
triangle ABC ; A rencontre ABC en des points A', B', C. Si 
nous imaginons les points A', B*, C symétriques de ceux- 
ci par rapport aux milieux des côtés BC, GA, AB, les trois 
points A', B', C sont situés {d'après le théorème de Méné- 
laUs et sa réciproque) sur une droite A'. Ces deux droites 
A', A', ainsi associées l'une à l'autre, ont été appelées par 
nous transversales réciproques. 

Ces points el ces transversales réciproques doivent jouer un 
certain rôle dans ce travail; parce que l'on peut toujours, 
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avec la règle et l'équerre, détertniaer le milieu d'une droite 
et le symétrique d'un point douué, par rapport à ce milieu. 

10. Remarque. — Cousidérous trois poiuls quelconques A', B', 
G', sur les calés du triangle ABC, et, en même temps, les 
points A', B', C déterminés comme nous venons de le dire. 
Les deux triangles A'fl'G , A'B'C (triangles réciproque» comme 
nous pourrions les appeler) ont la même surface. 

Eu eflet, la formule (â) reste identique à elle-même quand 

ou change m, v, w, respectivement en — , — , — . 

° U II *il 

Le théorème des transversales réciproques doit donc, 
d'après cela, être considéré comme un cas particulier de 
la proposition plus générale que nous venons d'élahlir et 
qui met eu lumière l'équivalence des surfaces de deu^ï 
triangles réciproques. Ce cas particulier peut se formuler 
ainsi: si l'un des triangles a uue surface nulle, il en est 
de même du triangle réciproque. 

11. Théorôme. — Les coordonnées («', p', y'), (a', p', y') de 




Fig. S. 
deux points réciproques 0', 0' vérifieiit les égalités 

G. DE L. — GÉOMËTHIE DE LA R±GLE. 2 
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En elTat, les lieuz triaDgles BOA, GOAt /^ff* ^) donnent 

BOA _ jf^ _ BA' 

UOA ~' 
D'autre part. 



■ i>' ' 



BO'A 
CO'A ■ 



BA- 

CA" 



BA'=:CA' t!l B\' = CA'; 
les égalités précédentes donnent donc 



■fi{. -. 



'-■{y- 



On a donc, liualeiiiiiut, 

*■«' = P'f = Y'?"- 
' 12. Théorème. — Si l'on considère deux droites 1', A' trans- 
versales réciproques par rapport au triangle ABC, tes perpen- 
diculaires {V , V, W), (U', V, W) abaissées des sommets de 
ce triangle, sur ces deux droites, vérifient tex égalités 

u'u' = vv' = w'w. H) 

Les triangles semblables donnent 

AB _ y 

AC ~ W ' 

A'B _ y 

A'G ~ W • 
Mais on suppose 

A'B = A'C, * et AC = A'B ; 
. on a donc 




V 



w 



V'V = WW". 
On lroUYe,pour les 
mêmes raisons, 

U'U' = V'V', 
et l'on a, finalement, 
U'U' = V'V' = WW". 



13. Bëmarque. — Les longueurs U,V, W, qu'on peut appe- 
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1er laa aoordouBéai de la droite i par rapport au tiiangle 
ABC, vérifient la relation (8) 

U' sin' A + V sin' B + W aiu" C — 2VW sin B sin C cos A 
— 2UW sin A sin C cos B — 2UV 8in A sin B cos C = ^^, 

S dés'gnaat Vaiie du triangle ABC, R étant la longueur du 
rayon du cercle circonscrit à ce triangle. 
On B, on effet, 

U + V = c sin T, et V -:|- -W = 6 sm 6, 
et 

ooa(S + y) ^ -. ces A. 
CeUo dernière relation donne 

BÎn" A «3 ain> ^ -f. sin» y — 3 ain p sin y cos A, 
et, par suite, 

s,u.4=ffi+-^-l! + <!I±S _ jn + v)(u + w) 

C' ~ 6» 6c cos A. 

C'est de cette dernière égalité que l'on déduit la formule 

(8). Cette relation a été donnée par Paiuviu (Géométrie ana- 

lyligue; relation entre les coordonnées trilatères d'une droite 

p. 89); elle peut se mettre sous la forme 

4S» = a'(U— V)(U - W) + b'(\ — U)(V - W) 

+ c'(W-V)(\V.-U). (!)) 

Nous donnerons maintenant une série de propositions que 
noQs appliquerons dans la suite à certaines conslructioits. 
Quelques-unes d'entre elles sont Irès connues, ou tout à 
fait évidentes; nous noua iiornons à les énoncer, 

li.ThéorèmB.— La droite PQ menée par le point deconcours 

des diagonales du trapèze a. b 

ABCD est partagée, par le / """--v^ ^^\ 
paint et par le» oôté* ivi Ira • Tf "— p"^^-'^ - -^ 
pè»«,S'A ieitx pur lie* égales, / ~^^ "^^Tx 

De plus, on a fy^ ^^-vN, 

PÔ ~ QÔ ~ Âl "^" (J5" fig. ,0. 

15. Théorème (*). — S* l'on coupe un tropèae par une 

(*) Celte propriété élémentaire est ud cas particulier de celles qni se ralta- 
clienl nai ponotuelles projeçtirei. (Va;. Creioona, livre cité, p. 55 e( si ' 
Conitrvetioni dr« /brma proJecUvet.) 
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droite P'Q' pamlUle à ses bases, cette droite rencontre les côtés 
et les diagonales en des points 

F, O', 0', Q'; 
el l'on a 

PO' = OQ". 
Celte propriélé résulte iiii média lemeul de la précédente, 
et, d'ailleurs, elle peul être considérée comme consUtuanl 
un de cas particuliers du théorème suivant, qui est peut-être 
moins connu. 



16. Théorème. — Soif ABGD un quadrilatère; une droite à 
est mobile dam son plan, mais elle reste constamment parallélti au 
côté AB; i rencontre les côtés AD, BG en des points I, J et tes 

diagonales AC, BD en des points l', J' ; le rapport yr; est constant 



, PA 



•JJ- 



cl égal o — ; P désignant le point de rencontre de CD avec AB. 




Soit Ole point de concours des diagonales AG, BD; par 
menons MN, paiallèlement à AB. Les triangles semblables 
de la figure ainsi formée donnent 

ir _ Al' _ BJ' _ JJ' 
OM — AO ~ BO ~ ON' 



Ainsi 



avons 



JJ' '' 



OM 



D'ailicurs; RO rencontre AB eu nn certain point Q, cou- 
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jugué harmonique de P. Il résulte de cette observation que 
PA _ QA 
PB ~ QB' 
et comme 

QA _ OM 
QB ~ ON" 
nous avons bien, finalement, 

ir PA 



JJ' 



PB' 



17. Théorème de Desargues. — Lorsqxie deux triangles 
ABC, A'B'C sont leltemmt situés que les drmles AA', BB', CG 
soient concourantes, les côtés correspondants se coupent deux à 
deux en trois points situés en ligne droite; cl réciproquement. 

C'est cette propriété bien eonnue qui a servi de base à la 
transformation homologique de Poncelet; les deux triansçles 
ABC, A'B'C, aiosi placés, sont dits homologiques. 

18. Théorème de Mac-Laurln et de Braiken- 




ridge (*). 



Fin. 'î- 
■ Soient 4, i' deux droites fixes et A, B, trois 



{'] Le ibéorènie de Mac-Laurin ei de Brailteoridge est plui général ; celui 
que n»ii9 donnons ici n'est, i proprement perler, qu'un corollaire de ce ihéo- 
rèmp. I Voj. notre Géomilrie analytiquf, p. 335.) On doit d'nllleurs considéi^cr lo 
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points fixes situés en ligne droite ; pat- A, on mène ime trans- 
versale mobile qui coupe A en V et ^' en Q; les droites BQ et 
CP *e coupent en un point I dont le lieu giométriifue est une 
droite passant par te point commun. 

Lc3 droites CP otBQ coupenl, rospecUvemect, OB et OC 
aux points R el S. Le Ihcorëme do Hénélaiis donne sac- 
cessivemont 

MP OQ _ AM 
OP ■ NQ ~ AK' 
OP RB _ t|B 
MP ■ HO ~ C6i' 
yg SO _ BN 
OQ ■ se ~ BU" 
Multiplions ces égalités, membre & membre, et nous avons 
RB SO AM . BN 
RO ■ se "" CM . AN' 
D'autre part, le ihécrème de Ménélails, appliqué iXe nou- 
veau au Irinngle OBC eth la transversale TRS, donne encore 
RB SO __ TB 
RO ■ se ~ TC ■ 
Ainsi, 

TB AM . BN 



TC CM . AN ■ 

Cette égalité montre que le point T est fixe, quand on 
suppose que la transversale APQ est mobile autour de A; le 
lieu du point I est donc la polaire de T par rapport aus 
deux droiles fixes OB, OC ('■). 

19. Théorème de Pappus. — Sur les côtés d'un qua- 
drilatère ABCD on prend deux points quelconques P, Q; ayant 
mené les droiles CP, AQ d'une part, DP, BQ d'autre part, on 
obtient deux points 0', 0' qui sont en ligne droite avec le point 
de concours des diagonales AD, BC. 

Ihèorème de Meo-Laui'în et de Braikenrldgo comm« un cas parliculier du 
théorème de Chueles, IhÉorëine rclulif au lieu dea points de concoui^ des 
branches correspondantes de dcui fiiisceaux homogrophiqu^a. Mais le cas 
irèsïimplequeaouseMiiiiDODsIcisullIlouisppllcatlonstiuenouiaToni en vue. 
['] Celte proposliion conslilueuiiilesporlsaiesaltrlbués àEuclide(V. Chailet, 
Us troi! livrea des Porismes d'Euclidt, p. lOÎ). 
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Cette remarquable propriété fait partie des trente-huit 
lemmes de Pappus qui ont permis de rétablir approxima- 
tivement les trois livres des Porismes d'Ëuclide, aujourd'hui 
perdus (*}. 

On peut la démontrer par des considérations diverses pre- 
nant pour base : soit le théorème 
de Ménélatls, soit les propriétés 
bien connue B rela tivesaux trans- 
versales d'du faisceau de quatre 
droites concourantes. Ces dé- 
monstrations exigent toutes un . 
certain effort; et on peut éviter 
celui-cien observant, avecChas- 
les, que ce théorème de Pappus 
est un cas particulier du fa- 
meux hexagramme de Pascal. 

Considérons en effet la Hgure 
APBGQD comme constituant un 
hexagone dont les six sommets appartiennent à deux droitoa; 
le théorème de Pascal nous apprend que les trois points 0, 
O'O", sont en ligne 
droite. Ainsi. O'O' 
passe constamment 
parle point quand 
on suppose que P et 
Q se meuvent arbi- 
trairement: le pre- 
mier sur AB, l'autre 
sur CD. 

20. Thôorème. 

— On considère deux 
anijtes P, Q, dont tes 
côtésse coupent deux à 
deux aux jioints 0', 
0"-, R, S; Jti, par les 



'>v 



fi'j. 13. 




{'] Voy- Aperçu historigue, p. 1 
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oints P, Q on mène deux transversales PAB, QCD, les droites 
BC et AD œncourenl sur O'O". 

Cette proposition est encore uq porisme rétabli par 
Chasles {*), elle est une coaséqaence immédiate du lemme 
de Pappas. Si l'on considère en efTei, comme l'indique la 
figure, AB et CD comme deux côtés opposés du qaadrîla- 
lère brisé ABDG, P est un point de AB, Q un point de CD; 
et en appliquant à ces deux points le théorème précédent, 
on voit ainsi que les trois points 0, 0', 0' sont en ligne 
droite. 

CHAPITRE m 

LES PROBLÈMES FONDAMENTAUX 

21. — Nous pouvons aborder maintenant la solution de 
certains problèmes qui intéressent tout particulièrement la 
géométrie de la Règle et de l'Ëquerre. Quelques-uns, parmi 
eux, sont très simples; nous passerons alorsrapidementsur 
leur solution, en nous bornant à indiquer celle-ci ; d'autres 
méritent de fixer un peu plus l'ailcntion et nous les expose- 
rons avec les détails nécessaires. 

Les problèmes qui vont nous occuper rentrent nécessaire- 
ment dans ceux qui sont dits d«j3rfmîerrfe5ré{*); nous ne pour- 
rons, bien eniendu, aborder ceux du second degré ou, plus géné- 
ralement, les problèmes quadratiques (problèmes réductibles au 
second degré) puisque nous nous refusons l'usage du com- 
nas, instrument indispensable, du moins avec la resIriclîoQ 
que nous allons faire connaître, àleur solution. A ce propos, 
nous ferons observer ici que certains problèmes du second 
degré, proposés dans la géométrie de la règle, n'ont élé 
résolus, parles méthodes qu'elle peut présenter, que grâce à 
un point d'appui dont l'usage dénature complètement l'es- 
prit et le but de cette science; et c'est ce que Poncelet a 
nettement établi, en montrant « qu'un seul cercle, décrit 

[•) Cremono, Géométrie projecdre, p. 1H0. 
ci Chugles, Jiu-e cilé, p. 130 (Purisme ïiiiil. 
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une fois pour toutes, pouvait servir à résoudre tous les pro- 
blèmes du second degré (*) •. 

A cette idée correspond, au point de vue du d35sin, une 
géométrie particulière {**) que nous n'avons pas à envi- 
sager ici, géométrie fort curieuse d'ailleurs, et dans laquelle 
on se propose la solution des problèmes quadratiques, eu 
s'accordant seulement la présence d'un cercle dang le plan 
du dessin (***). 

22. — C'est encore une idée de ce genre, qui préside à 
la solution de certains problèmes de la géométrie de la 
règle, problèmes dans lesquels on se propose de mener des 
parallèles avec la règle seule et sans le secours de l'équerre ; 
ou, ce qui revient au même, de la fausse équerre. 

Parmi les questions qui rentrent dans cette dernière caté- 
gorie nous indiquerons le problème suivant qui a été Iraité 
par Lambert (***•) : par un point donné dans le plan d'un 

(•) idim, V- l«â- 

(**) Stelner a dévloppé celle géomêlrie dans un livre ayani pour LiLnj 
Dit geomelrUchen Koastrwlionen ausgefuhrt mitlehl der gernden Lmien 
vnd eiaes feslea Kreiaes (Berlin 1H33) 

i*") Noas etlerona, à l'appui de c que nous avançons ici le problfoio 
proposé dans les AnnaUs de GEnroNNS (t I p *->9] dons les termes sui- 
vnnis : Trois droitei iadé/tn rs élan' donn et di position pai rapport à un» 
courbe quelconque du second dtgré et dans ui m^meplan avec eUe onpro 
pose de coMiruire, en h'ehplotamt que l< ntri.E SFOLFiBNr un triangle 
dont les troii côtés soient des tangentes à ta courbe et dont tes wmTnels se 
trouvent sur Irais droites données 

Ce problème a été résolu par Skr^ois jto" ct( p 337) etparBocBATf/oc 
cil-, p. 3M]. Il parait soluble par l'emploi de la règle parce qu'une conique 
est tracée dans le plan du dessin, mais c'e^t vraiment nn problème du second 
degré et la règle seule ne peut suffire à la solatii>n des problèmes de celte 
espèce. Dans te cas présent, si l'on sa roporte aui solutions données par 
Servois et Rochat, on reconnaît précisément qu'elles exigent, à un .certain 
moment, la connaissance des points communs à la conique donnée et à tine 
certaine droile que l'on a construite. Ces poinl's se déterminent si la conique 
est tracée: dans le cas contraire, il faut avoir recours i la construction des 
points doubles de deux divisions homographiques ; or, celle-ci eiige l'emploi 
da compas. 

Enfin, pour résumer en quelques mots toute noire pensée sur co point, 
11 est aussi impassible de traiter les problèmes du second degré pir la 
règle, que de résoudre ceni du troisième degré avec le compas. 

l"") Lambert, Freie Perspective, t. Il, p. 169 (Zurich, 17*), — Vojei 
aussi Crémona. foc. cil., p. BO. 
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parallélogramme mener, au moyen de la règle seule, ta paral- 
lèle à une droite située dam le mime plan. On volt de suite 
quel est le point d'appui de la conslruction proposée; celle-ci 
ne devient possible avec la règl« seule {j'enlends la règle 
dans le sens ordinaire du mot; non pas la règle plate, bien 
entendu, mais, si Vonipe\xt dire, la règle à vne dimension) que 
grâce à la présence du parallélogramme qu'on suppose tracé 
dans le plan du dessin. 

Si l'on accorde la règle plate, le problème qui consiste à 
mener, par un point donné, une parallèle à une droite également 
donnée se résout sans qu'il soit nécessaire de connaître un 
parallélogramme dans le plan du dessin; la règle plate per- 
mettant de tracer des parallèles équt.listanles et, par suite. 



23. -r Voici d'ailleurs, pour marquer par un exemple 
toute l'utilité de la largeur donnée à la règle plaie, comment 
le problème précédent a été résolu par le général de Coat- 
pont {»). 

Soit A la droite proposée; par le point donné A, on pro- 



pose de mener une 



!t cette droite. On place la 
règle dans la posi- 
tion 1, de façon que 
l'un do ses bords 
passe par A; on 
marque les pointa 
B et B', puis on fait 
occuper à la règle 
les positions suc- 
cessives 2, 3, 4, en 
traçant successive- 
ment les droites «, p, f. La droite AD obtenue, comme 
le montre la figure, est la parallèle cherchée. 

34. — Nous allons maintenant quitter ces généralités; 
mais il nous a paru nécessaire, avant de nous engager plus 

[') NouvtUe Correspondance matltêmaliqve (i. III, 1S7T, p. 305), . 
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profondément dans notre sujut, de bien déflDlr l6s limltei 
que nous lut avons tracées, et que les explications qui 
précèdent Mettent, croyons-nous, suffisamment en lumière. 

Et, pour nous résumer ici, il est donc bien entendu que 
la géométrie pratique que nous développons vise uniquement 
les problèmes du premier degré, pour la solution desquels 
elle adopte la fégte ordinaire, la régie plate, Véquerre et la 
/ottïse iquerre. Dans les opérations faites sur le terrain, 
opérations qui seront développées dans la seconde partie 
de ce livre, nous nous accorderons aussi le cOrdma. Une 
simple ficelle, comme dirait Servois, fait tout cet instru- 
ment; mais nous montrerons alors le parti qu'on en peut 
tirer. 

Cela dit, nous abordons l' exposition de quelques problèmes 
qui sont d'un constant usage, et que, pour ce motif, nous 
appelons problèmes londamentaux. Pour quelques-uns d'entre 
eux, nous ne ferons usage que de lu règle seule; pour 
d'autres, nous utiliserons la règle et l'équerre; mais, dans 
luus les cas, nous nous interdisons formellement l'emploi du 
compas. EdUu, pour éviter toulo j, 

confusion, nous aurons soin de ' ..--A 

spécifier toujours la règle plate, ,.-'' / \^ 

quandnousnoiisen3ervirons;3inon, 

le mot « règle "désignera Tins- ,. -' / \ 

Irumenl dans son sers ordinaire, f^'f^ / ■ ' .. -B 

25. — Problème I. Partager un \ 

«Jmenf AB fW deux parties égales, \ ,' ,.■'' 

Avec la règle et l'équerre on ■■^-■■'' 

trace des parallèles qui forment ^ 

un parallélogramme, dans lequel *' 

AB est une diagonale. La droite CD passe par le milieu 
Je AB. 

26. — PnOBLÈnE n. Étant donné un segment AB, sur une 
'ifoite tndé(mie A, porter ce segment sur i, à partir d'un certain 
point 0, donné sur i. 

Oh tface, d'abord, une droite i' parallèle à A, puis otj 
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forme Bnccessivement les parallélogrammes ABCD, GDOM. 
Il résulte de cetio 
coQstructioD que 
OM = AB. 

On peut donc, 
avec la rëgls et 
l'équerre, porter des 
longueurs détermi- 
nées, sur la droite 

qui les contient, ou sur des parallèles à celte direction, à 

partir d'un point donné. 

27, — Problème III. Prendre le symétrique d'un point A, 
par rapport à vn autre point B. 

Ce problème peut, mani- 
feslemeot, être considéré 
comme un cas particulier 
du précédent. Il suffit d'ap- 
pliquer la construction que 
nous avons indiquée tout ù 
'■'ff- '*■ l'heure, comme le montre 

la figure ci-contre. Le point A', ainsi obtenu, est le symé- 
trique de A , par rapport à B. 

28. — Problème IV. Porter vne longueur donnée AB, sur 
une droite indéfinie i, inclinée de €0"sur ta direction de AB, à 
partir d'une origine donnée 0. 

Projetons, avec l'cquerre, les points A et B, sur i; puis, 
prenons, comme nous venons de le montrer au paragraphe 
précédent, le point A' symétrique de A', par rapport à B. 
Nous avons évidemment A'A' ^ AB et, pour achever la 
construction proposée, il suffira de porter A'A', à partir de 
l'origine 0, comme nou» l'avons indiqué plus haut (§ 26). 

C'est ici le lieu de faire observer que la règle, dans le sens 
ordinaire de ce mot, ne suffit pas, comme nous l'avons fait 
observer dans la préface de ce livre, pour résoudre, dans le 
cas général, le problème que nous venons de traiter dans deux 
exemples particuliers. Nous allons d'ailleurs no>ie occuper. 
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ans le paragraphe suivant, du cas général; mais ea 




preuaut, la règle dans le sens que lui a doimé le géuéial de 
Caalponl, et que nous uvous rapiielc. 

29. — PhobUme V. Parler «n segment AB, sur une droite 




Si nous disposons la règle plate, à borda parallèles, suc- 
cessivement, comme l'indique la figure, la droite OM est vi- 
siblement la bissectrice de l'angle formé par AB avec une 
des directions de ^. Apres avoir tracé les droites U et V, 
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puii ou, li nom ibiiiEooa sur eells^i dea parpeoâiflulaim 
AÂ,', BB', nous obleuoDS, sur A, deux points A' et B'. La 
longueur A'B' est égale à AB. 

Si l'on veut porter ÂB à partir d'une origine donnée sur A 
on aura recours & la construction indiquée plus haut (g 26): 

' 30. — PaOBLËHE VI, Tracer la bissectrice de deux directions 




Si l'ou veut obtenir, açec la règle plate, la bissectrice des 
seroi-droilesOA, OA' on placera cette rbgle, successivement, 
dans les deux positions indiquées ci-dessus (fig. 20) ; la 
droite OM, comme nous l'avons 
déjà remarqué, est la bissec- 
tric(! cherchée. 

31. — Problèhb VII. Par un 
point donné M, mener une droite 
qui soit partagée m deux parties 
iijales par ce point et par devx 
droites donr,ées A, A'. 
On mène par M (^. 24} des pa- 
f'ig. il- rallèlesMA, MB aux droites A, A'; 

la droite cherchée CD est la parallèle à AB, tracée par M. 

32. — Phoblèhe VUl, Étant données deux parallèles A, A', 
mener, par un 

■ point donné P, 
avec la régie 
seule, une pa- 

■ ralUle à ces 
droites. 

Ayant tracé, 

dans l'ordre 

indiqué par 

chiffres 




plaoéa sur la 
- flgUFB, les 
droites i, 2,.. 
7 ; en déduit par cette construotion, du point P, le point 



Fij. tî. 
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ai 



Q, La droUe PQ, poqr des raiwos cgnouee, ou façiUa è 
trouver, çst parallèle à A et à à\ 

Ce problème est d'ailleurs uu cas particulier du siiivant, 
également Meu connu. 

33. — Fboblëmk ÏS.. Joindre vn point donné P au point eom- 
mun à deux droile» 
tracées ii,^';ce point de 
concour» étant inac- 
oeisible, en ne se sei'- 
vant que de la régie. 

Ce problème se 
résout, avec la règle 
seulement, par une 
construotion iden- 
tique à celle quo 
nous avons indiquée 
au paragraphe précé- f'fl- **■ 

dent et que la figure ei-dessus rend suffisamment explicite. 

34. — .Problème X. Trois droites û, i', i', étant tracées sur 
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un dessin, tnais leur rencontre ayant Ueu en dehors dex limites 
de Cépure, vérifier avec la régie seule qu'elles sont concou- 
rantes. 

AyanI pris au poiul P, arbllraireiucuL d'ailleurs, mais 
dans les lioiites de l'épure, on trace pur P deux transversales 
quelconques 3, 8' et l'on achève la constiuetiou indiquée 
par la figure. En supposant que A, A', A' soient concourantes, 
ou sait que 00' représente la polaire du point commun 
R, par rapport au couple S, 3'; d'aillenrs cette polaire doit 
passer par P. Ainsi, les trois points 0, 0', P sont en ligne 
droite, si A, A' et A" sont concourantes. La réciproque est 



35. — PiioBLËMB XI. Étant donnés trots points en ligue di'oitc 
0, (1), 0'; trouver, avec la règle seule, le point la', conjugué 
harmonique de u, par rapport au segment 00'. 




Fig. sa. 

On trace d'abord les droites i, 2, 3, en joignant avec la 
règle un point arbitraire P aux trois points donnés 0, «, 0'; 
on prend ensuite Q, arbitrairement d'ailleurs, sur uP; enfin, 
on achève la construction par le tracé des lignes 4, 5, 6, 
Lo théorème relatif aux diagonales d'un quadrilatère com- 
plot indique que w' est le point demandé. 
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Celle conslruclion bien connue, pour trouver le qua- 
trième élémeat d'un groupe harmonique, parall avoir été 
imaginée par De la Hibb (*). Le problème I, traité plus 
haut, peut être considéré comme un cas particulier de 
celui-ci, en supposant que ta est le point situé à l'inlini 
sur 00'. 

36. — Problème XII. Êlant données trois droites, PO, Put, PO'; 
trouver la droite P<o', rayon conjugué harmonique de Pw par 
rapport au couple PO, PO'. 

Ce problème est analogue au précédent; el, comme celui- 
ci, sa solution n'exige que l'usage de la règle. 

37. — Problème XIII. Étant donnés quatre points a, h, c, d 
d'une part sur une droite A ; et trois autres points a', b', c' 
sur une droite i', lrouv&' un point d' sur A' tel que le rapport 
anharmonique (a, b, c, d) soit égal au rapport anharmonique 
(a', h', c', d'). 

Ce problème bien connu se résout, comme l'on sait, en 
joignant o'd el en faisant sur celle droite, en a', a, p, d, 
la perspective du groupe a, b, c, d; puis, avec un nouveau 
point de vue, placé à l'interseclion des droites ab', pc', la 
perspective du groupe o', a, p, d, sur i' en a', b', c,' d'. 
On a 

(o, 6, c, d) = (a', <x, p, d), 
et 

(a; *, p, d) ={a',b',c; (f); 
par suite, 

{a, b, c, d) = (a', b', c, d'}. 

38. — Problème XIV. Prendre le symétrique d'un point 
donné 0, par rapport à une droite A, également donnée de 
position. 

On trace d'abord le parallélogramme OABC; ayant mené 

', r, 10. — Voyez aussi 

GËOMÉTBIB DE LA AÈOLE. 3 
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A' parallèle & A, puis A' perpendiculaire à i, le point 0' 
BÎtué à riulersectioa ue A' et de A' est le point cherché. 




Cette solutioD exige, bieu entendu, l'emploi de la règle et 
de l'équerre. 

39. — Problëhe XV. Construire le sixième point d'une 
involution, connaissant cinq points de celle involulion. 

On sait que c'est à Desargues que l'on doit attribuer l'idée 
premiëre de l'involution. Lorsque six points sont en ligne 
droite, ils ne constiluent pas, en général, une ponctuelle on 
involution, et, pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire et 
suffisant que la ponctuelle considérée puisse se séparer en 
deux groupes (a, b, c; a', b', c'), de telle façon que les cercles 
décrits sur aa', bb', ce', comme diamèli%3, aient le même axe 
radical. 

Le théorème de Desargue?, pris dans son interprétation 
la plus générale, peut être exprimé dans la forme suivante : 
Trois coniques ayant les mimes points communs déterminent sur 
une transversale quelconque six points en involulion. 

En appliquant celte propriété aux trois coniques aplaties 
qui passent par quatre points donnés, on obtient un corollaire 
du théorème précédent. Ce corollaire, visant le quadrilatère 
complet et ses diagonales, peut se démontrer directement; 
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il permet évidemment, avec la règle pour tout iustrument, 
de construire le sixième point d'une involuUon. Cette remar- 
que a d'ailleurs été faite depuis longtemps (*), 



LK PAHTA6B d'uNE DROITE KN PARTIES ËtiALBS 
ProblAmb. — Partager un segment donné ÂB en p parties égales. 

40, Solution de Servois. — Je rapporlerai d'abord 
la solution que Servois a proposée daus le livre que j'ai cité 
au début de ce travail. Cette solution est ingénieuse; nous 
devons pourtant faire observer qu'elle ne ressort pas absolu- 
ment de la géométrie de la règle seule, parce qu'elle exige 
qu'une parallèle au segment ÂB existe dans le plan du 
dessin ; or, cette parallèle ne peut être tracée qu'eu utili- 
sant soit la règle et l'équ erre, soit la règle plate. Toutefois, 
cette restriction une fois faite, cette donnée étant accordée, 
la construction de Servois s'efTectue avec la règle seule. 

Soit ÂB le segment proposé, ^ 

droite qu'on veut partager en p 
parties égales. 

Ayant tracé Â'B' parallèle- 
ment à ÂB, la construction 
indiquée par la figure donne 
d'abord le point 0», milieu 
de AB. 

Joignons 0,B'; cette droite 
rencontre Â'B en R et CR 
détermine les poiulsO.; 0,B est 
le tiers de AB. * O, O3 »* » 

Joignons OjB qui coupe ÂB' f W- 3?. 

en S } es coupe AB en 0,; OjB est le quart de AB. 

Et ainsi de suite. 

Pour démontrer celle loi, supposons que le point Op_t soit 




l*) Annales de Gergonne : t. XVU, p. 185. [Slnrm; théorie dei ligtm du 
tecond ordre.) 
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tellement situé sur AB que nons ayons 

O^B = ^; (1) 

puis, effecluons la constructioB indiquée par la figure. 
Nous allons prouver que 

0.B r^ — , 
P 
Nous avons d'abord, d'après le théorème de Ménélaus, 
0,0^ MB' OB _ _ 
OpB 'MOp-i' CB' 
D'autre part, les triangles semblables donnent 
MB' A'B' _. CB 



(2) 



-•<*œ^ = 



MO^ BO,,., 
Les égalités (2) et (3) prouvent que 

0,0,-i _ BO,>-i ^ _J 

0^ AB p — 1 

Nous avons donc 

0,0^ + 0.B _ ■ +P 



A'B" 



(3) 




0^,B 



P 

OpB p — I ■ 
Cette dernière 
comparée avec (i), donne 
bien, finalement, ' 

■^ p 

41. Bbharqce. — La dé- 
moDStration de Servois est 
sensiblement plus longue 
que celle que nous venons 
d'indiquer; mais elle se 
termine par une réflexion utile, portant sur ce fait que « ce 
problème pourrait servir à se former sur le terrain une 
échelle de lever », Observons pourtant, à ce propos, que 
les échelles de lever se font ordinairement au i/10», au 
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1/100'. ■ ■ ; et nous donDerons plus loin une constructioa tiès 
rapide pour partager une droite en 10, 100. . . parties égales. 

42. Solution de H. Cremona. — Pour résoudre le 
même problème, ÂB désignant encore le segment proposé, 
M. Cremona suppose connu le point G, symétrique de Â par 
rapport à B. G'esl, au fond, comme le voulait Servois, dans 
la solution que nous veoons de rappeler, s'accorder une 
parallèle au segment. Eu effet, ce problème ne peut être 
résolu, non plus que ceux de la même espèce, avec la 
règle seule; mais, pour insister encore uue fois sur cette 




..='% 



(, avec la règle plate, ou avec la règle el l'équerre. Qaoi 

qu'il en soit, voici la solution proposée par M. Cremona (*). 

Soit joint un point quelconque M, aux points À, B et C; 

la construction indiquée par la figure donne trois points 

0„ 0„ 0, et l'on a 

0,0. = 0,0,. 
Les droites C0„ BO, donnent alors le point M,; puis, 
de celui-ci ou déduit le point 0, ; et ainsi de suite. 

Cl toc. cit., p. sa. 
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On âétennÎDe ainsi sur une droite A, parallèle à &B, une 
série de points : 

0„ 0„ 0, ... Op+„ 
et l'on a 

0,0,= 0,0, .... =OpOpt,. 
Cela posé, si l'onjointBO, et AOp+,, ces droites se coupent 
en un cerlaia point Z et le faisceau (Z0„ ZO,, . . . ZO^) 
donne sur AB la ponctuelle cherchée. 

43. Behabqub I. — Si le point Z était rejeté à l'infini, ce 
qui arriverait si, par hasard, on arait 

AB = pO,0„ 
il suffirait de changer la position du point initial Mi, en le 
rapprochant ou en l'éloignant de AB. Mais il est très facile, 
par un simple coup d'oeil donné sur le dessin, d'éviter cette 
singularité; on peut même toujours s'arranger de façon que 
le point Z soit placé dans les limites du cadre. 

44. Beuarqub II. — On peut résumer la construction 
précédente on observant qu'elle revient, en définitive, à 
porter p longueurs égales sur une parallèle au segment 
donné et à faire la perspective du groupe ainsi obtenu sur 
la droite donnée, les rayons extrêmes de cette perspective 
passant par les extrémités du segment proposé. 

Si l'on s'accorde l'usage continu de la règle plate, on 
voit qu'il résulte de la remarque précédente un moyen 
rapide de résoudre le problème en question. Mais cette con- 
struction est trop évidente pour que nous ayons besoin d'y 
insister autrement. 

46. Solution de M. Baehr. — Sous le titre : Figuration 
des inverses des nombres entiers et des inverses des produits de 
deux nombres entiers consécutifs, M. Baehr, professeur à l'École 
polytechnique de Deift, a communiquée l'Association fran- 
çaise pour l'avancement des sciences (*) une remarque dont 
malheureusement le titre seul figure dans TAnnuaire. 

(•) Congrès du Havre; 1877- 
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Mais M. Laisaat l'a reproduite plus tard {*) avec quel- 
ques détails et dous allons la donner ici, avec certaincB 
modifications. 

M. Baehr prend pour base de sa construction un rectangle 
dont les côtés sont, respectlTement, égaux à i et 2. Pour plus 
de généralité, considérons un trapèze quelconque ABCD; 
puis efTectuons la construction indiquée par la figure, con- 
struction qui conduit, de proche en proche, aux points 
Oi, Oi, ... Op_i, Op que nous allons considérer. 

Par application d'un principe précédent {§ 14) (après avoir 
posé MjiOk = X», AB = a, CD = 6) nous avons : 






- + i- 



Ces égalités combinées donnent 



Si, dans cette formule, nous supposons a ^ ii, ce qui, au 
point de vue de la construction géométrique précédente, 
revient à prendre 
pour point de dé- 
part de celle-ci 
un parallélogram- 
me, au lieu d'un 
trapèze , nous 

— ^^ 

"^p- p-l-i* 

De cette re - 
marque résulte 
un tracé rapide et simple, pour résoudre, au moyen Je la règli 



(•) ÛiVoours d'ouverture et notica historique mr Its Irai 
de rAitociation, par C.-A. Laisant, <lé;)Uté de la Loire- In rérieure, doctonr 
es sciences amth^aiat'ques ; congrèa de UoDtpellier, 1879. 
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6t de l'équerre, le problème qui nous occupe. Mais nous allons 
déduire encore, comme on va le voir dans !e paragraphe 
suivant, do la construction que nous venons d'indiquer, 
un procédé rapidepour partager unedroite donnée en dis par- 
ties égales. Ce casparliculicrdela division d'un segment ea 
parties égales présente une importance spéciale au poiut de 
vue des opéralions pratiques que soulève l'arpentage. 

46. Problème XIV. — Partager vne droite donnée en 40, 
100,... parties égales. 

PHxyiËftE SOLUTION. — Reportons-nous à la figure précé- 
dente et cherchons quel est le rapport des doux longueurs 
OpOp_i et BD. 
Nous avons d'abord 

BOj _ ^ BOp-, _ x^i 
BD ~ 6 ' ** BU ~ b ' 
Ces égalités donnent 

O^Op_i 

D'autre part, des relations : 

Xp b a a.-p_i 6 a 

nous concluons 

"bl^b ~ a + (p +,)&]' 
et, conséquemment, 

Xp_i — Xp ab 

i i« + pi>] [<■ + (p + ■ )»]■ 

Des égalités (1) et (2) nous déduisons 

OpOp-i ab 

-mr- (a +pb)[a + (p-\- i)br 

Si nous supposons, en particulier, = 36 eip= 2, la 
formule précédente donne alors 

0,0, _ 1 
BD ~ 10* 
En admettant que BC soit la droite qu'il faut partager en 
dix parties égales, on voit comment on peut tirer de cette 
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remarque un procédé rapide pour résoudre le problème en 
question. En appliquant au segment la même construc- 
tion, OQ aura la centième partie de BD; et ainsi de suite. 

SEco^DE soLurroN, — Soit AB le segment proposé; par A 
"traçons une droite arbitraire Aa, puis prenons (§38) la symé- 
trique de B par rapport à k.% ; nous obtenons ainsi un triangle 
isoscèle BAC que nous allons considérer. Par le point R, 
milieu de AB, menons KT parallèle à BC, puis joignons les 
points B et T à un point F, arbitrairement choisi sur BC. 
Des points R et T nous déduisons successivement, par la 
construction indiquée par la figure, les poinis S, Q, K et I; 
c'est ce dernier que nous visons plus particulièrement, et 
nous nous proposons de chercher le rapport des segments 
IR et AB. 




Nous poserons PC ^ m, PB = n; le théorème de MénélaUs 
appliqué au triangle ABC et à la transversale PTS donne 



et, par suite, 
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00, enobseivant que AB ^ zAR, 

AS _ 2m AS _ am 

AR m + n' "" RS n~m' *" ' 

La droite PI pouvant être considérée comme la polaire de 
A, par rapport au Taisceau des droites {PR, PS), le point I 
est conjugué harmonique de A, par rapport au segment RS. 
On a donc 

IS _ AS _ 2m 
IR ~ AR ~ m + n * 
De celte égalité ou déduit 

IS__M_ 

RS-îm + n- ''*' 

Les relations (S) et (S) donnent, par combinaison, 
AS _ 3m + n 
IS ~ n — m ' 
celle-ci, par comparaison avec {I), conduit à l'évaluatioii 
du rapport cherché. On a, d'abord, 
IS m(« — m) 



AB (m + n)(3m + n) ' 
puis, finalement, 

IR n — m 



(i) 



(5) 



AB 2(3m + n) ' 
En supposant n = 2m, c'est-à-dire en prenant le point F 
symétrique de B, par rapport à C, on a 
IR _ I 

AB ~ lo" 

Dans cette même hypothèse l'égalité (4) donne 

iË. — J- 
AB ~ i5' 

Ainsi, l'application de la construction que nous indiquons 
ici, fournit iin moyen rapide de trouver la dixième ou la 
quinzième partie d'une droite; mais le premier partage, 
comme nous l'avons déjà fait observer, présente seul un 
intérêt particulier. 
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CHAPITRE V 

LE TAACfi DES COHrQUIS, COHNAISSANT LES SOHUBTS 

47. — Nous ne voulons, bien entendu, nullement aborder, 
dans co chapitre, oudans los suivants, une étudo particulière, 
encore moins une étude générale des coniques; notre intention 
se bornera à présenter quelques propriétés intéressant le côté 
pratique que nous poursuivons dans ce travail ; particulière- 
nient le tracé des coniques et celui de leurs tangentes. Noue 
dirons aussi un mot de la détermination du centre de cour- 
bure dans les coniques. A ces points de vue divers, nous 
allons, successivement, considérer l'ellipse, l'hyperbole et la 
parabole. 

Théorème. — Soil AA' un axe d'une ellipse T; on prend 
sur r un point M et l'on joint ce point aux extrémités A, A' 
de Vaxe considéré : la perpendiculaire à AM, au point A, ren- 
contre A'M en [t; le lieu de [* est une droite i perpendiculaire 
à AA'. 

Cette proposition que nous avons rencontrée autrefois dans 
le développement d'une étude de géométrie comparée à la- 
quelle nous a vous donné le nom de lransforfnalionréciproqtte(*), 
peut s'établir élémentairement de la manière suivante. 

Le point M étant situé sur une ellipse dont les axes ont 
pour longueur respectivement a et b, on a 

AH. A'H a' ^ ' 

D'autre part, les triangles semblables de la figure donnent 
MH __ jj-D ME _ AD 

l!R- &!3 "" AH - (.D' ^ ' 

De ces deux égalités on déduit 

¥E' AD 



AH. A'H A'D' 



l*) Journal dv Mathétnaliqua spiclalet; 1883. 
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Cette relation, rapprochée de (1), prouve que 
AD _ b» 
A'D ~ a*' 
Aiksi, le lieu décrit par le point fi est une droite 4, per- 
pendiculaire à A'A., en un point D qui partage extérieure- 
ment le segment AA' dans le rapport des carrés des axes 
de l'ellipse proposée. 

Ou doit observer que la démonstration précédente s'ap- 
plique manifeatfimeat au cas où l'on ferait la coustnictiou 






en prenant le petit axe de l'e 



l'ellipse, point par point, 
, connaissatti trois sont- 



grand axe. 

48. Problème.— Coiistructiond 
au moyen de la régie et de l'équerr 
mets. 

Le théorème que nous venons de démontrer conduit im- 
médiatement à la solution do ce problème, . 

Soient A, A', B les trois sommets proposés ; appliquons 
au point B la construction que nous avons effectuée au 
point M avec les cordes AM, A'M, Nous aboutissons ainsi 
à un point G (l'angle BAC étant droit) qui appartient à A ; 
cette droite s'obtient donc on abaissant de C une perpen- 
diculaire sur AA'. 
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D'après cela, si nous prenons un point [t, arbitrairement, 
sur A, avec la règle et l'équerre nous aurons le point cor- 




respondant M et nous pourrons, dans ces conditions, con- 
Btruire l'ellipse, point par point. 

49. Construction de la tangente. — Première solu- 
tion. — Pour expliquer la construction que nous allons indi- 
quer pour la tangente à l'ellipse, par un point donné sur la 
courbe, au moyen de la règle et de l'équerre, considérons d'a- 
bord un cercle et, dans ce cercle, deux diamètres rectangu- 
laires A.A', bb'. Prenons sur la circonférence un point m, puis 
effecluons la construction indiquée par la figure; nous 
allons montrer que la tangente mT passe par le milieu de FF. 

En effet, les angles i et 3 sont égaux, comme ayant le 
même complément a. D'autre part, nous avons, pour des 
raisons évidentes, 

d'ob nous concluons 



1=3: 



La droite mT est donc, dans le triangle rectangle Pm?*, 
la médiane correspondant au cdté PP'. 
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Reportons-nous maiotonant à la /îj^-dâ et considérons l'el- 
lipse comme la projection du cercle principal, lorsqu'on a 
fait tourner celui-ci, autour de AA.', d'un angle convenable. 
Lis droites mb, m.6' ont alors pour projection, respective- 
ment, MB, MB' et celles-ci coupeut AA' précisément aus 
points P et P' ; mT a pour projection MT, droite qui est la 
tangente à l'ellipse au point M'. D'après cela, MT passe par 
le milieu de PP' et pour obtenir la tangente MT, avec la 
règle et l'équerre, il suffit de compléter le parallélogramme 




Fig. ai. 
PMP'R; la seconde diagonale MR est la tangente cherchée. 

Seconde solution, — Considérons dans la fig. 34 lo point de 
rencontre r, de mT, avec la tangente au cercle, au point A. 
La droite rO est perpendiculaire sur Am; conséquemment, 
elle est parallèle k A'm, Nous concluons do cette observation 
que les deux triangles sA.'0, rOA sont égaux et que, par suite, 
rs ost parallèle à AA'. 

Si nous considérons maintenant, comme tout à l'heure, la 
projection de cette figure sur le plan de l'ellipse considérée, 
la droite rs se projette suivant une droite RS parallèle à AA' 
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et noua déduisona, de cette remarque, la construction é 
vante. 

Soit M le point considéré sur Vellipse, dont, trois somn 
A, A', B sont donnés ; au 
point A élevons AJJper- 
pendiculaire sur AA' ; S 
étant le point de ren- 
contre de MA' avec l'axe 
OB. on mène S^paralléle 
à AA' ; RM est la tan- 
gente demandée. 

Remarque. — L 




Fig. 35. 



priétéa sur lesquelles nous avoua basé les deux constructions 
précédentes août projectives; nous pouvons donc faire ob- 
server que l'une et l'autre peuvent être appliquées dans le 
cas oîi l'on donne, en position et en grandeur, deux dia- 
mètres conjugués de la courbe. 

60. Cas de l'hyperbole. — La construction que nous 
avons indiquée tout à l'heure pour le tracé de l'ellipse, point 
par point, au moyen de la règle et de l'équerre, subsiste 
pour l'hyperbole, avec une modification que nous allons faire 
connaître. 

Montrons d'abord que le théorème qui sert de base à la 
construction citée est encore vrai pour l'hyperbole. 

Reportons-nous à la ^. 32 et supposons que, dans cette 
figure, [Ji représente un point de l'hyperbole. Nous avons 
donc 



jn? _ (DO -y- q)(DO — a) _ DA' . DA 
6' a' a* * 

D'autre part, les égalités (A) établies plus haut (§ 47) 
prouvent quo 

AH _ jn? 

A'H~",AD . A'D' 
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Cette égalité, combiaée avec la précédente, donne enfin 
AB 6' 
Â'H ~ a'' 

Ainsi, en admettant que le point \>. soit mobile sur l'hyper- 
bole dont les sommets réels sont A et A', et dont l'axe non 
trans?erse a pour longueur b, le point correspondant M décrira 
une droite bien déterminée MH, perpendiculaire à AA', en 
un point H appartenant au segment AA' et tel que les segments 
AH, A'H soient entre eux dans le rapport de 6* à a*. 

11 nous reste à montrer comment, d'après cette remarque, 
on peut réaliser, pour l'hyperbole, la construction de la courbe 
point par point au moyen d'une règle et d'une équerre, les 
sommets de la courbe étant seuls c 




Fig. 36. 



Soient A, A' et B (jig. 36) les trois sommets donnés ; on sait 
que A'B est une direction asymptotiquede la courbe et l'on peut 
cliercher le point qui, sur MH, correspond au point situé à 
l'inflni, sur l'hyperbole, dans la direction A'B. Ce point 
s'obtient en abaissant sur A'B la perpendiculaire AH. Si, du 
point H, on abaisse HK perpendiculaire sur AA', on obtient 
une droite A qui représente le lieu géométrique des points 
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correspoudauts de l'hyperbole, couformément à la loi géo- 
métrique proposée plus haut. 

D'après cela, si l'on prend sur à un point I et si l'on effectue 
la construction indiquée par la figure ci-dessus, au point I 
correspond (l'angle JAM étant droit) un point M de l'hyperbole. 

51. Remarque. — Nous ne voulons faire allusion au tracé de 
la tangente à l'hyperhole, avec la rfegle et l'équerre, en 
un point pris sur la courbe, que pour rappeler que cette 
construction est très connue. Elle résulte immédiatement 
de la propriété fondamentale en vertu de laquelle la tan- 
gente à l'hyperbole est partagée on deux parties égales par 
le point de contact et les asymptotes. 

62. Cas de la parabole, — Le tracé que nous .lUons 




indiquer pour la parabole repose sur la remarque suivaute : 

Soit A un pain' ([uelcotupie d'une parabole de sommet O; on 

joint OX, puis, à celte droite, on élève une perpendiculaire OA', 

jusqu'à sa rencontre avec le diamètre du point A; le lieu de ce 

G. DE L. — GbmtTRlE DE LA RtGLB. 4 



D,a,l,z.dDvG00gIf 



M IMAI BDR LA «iOHtTRIl 

pnint A.', quand A dierit la parabol» propotée, ut une drmU 
perpendiculaire à l'aœe. 

Cette propriété résulte immédiatement de la relation 
connue 

y* — apœ = o. (t) 

Le triangle rectangle A'OA donne, en efTet, 
OH' S5 AH.A'H, 
ou 

y* = x. A'H. (î) 

En comparant (i) et (2), ou a 

A'H = 3p, 
et cette égalité établit la proposition énoncée. 

Par conséquent, si l'on donne les conditions essentielles 
pour déterminer une parabole, savoir : 1* le sommet, 
2° l'axe ox, 3* un point A de la courbe; on pourra, d'après 
ces données, construire la droite 4, puis déterminer comme 
l'indique la figure, les points A, B, C, D,... de la parabole 
qui correspondent aux points A', B', C, D',.., de A. Dans 
cette construction, les angles AOA', BOB' COG',... sont droits. 



63. Construotlon de la tangente. 



— Le tracé de la 
tangente est une 
conséquence évi- 
dente de la pro- 
priété de la sous- 
tangente à la para- 
bole. Supposons 
que M soit le point 
donné; si nous 
projetons A sur 
ox, en Q, la tan- 
gente en M passe 
par . le point T, 
symétrique de Q 
par rapport à 0. 
D'aprfes cela : on 
' '"' "' projette A sur ojf, 

eu point B, on joint MO «t l'on mttne TB parallèlement à 

MO; la droite MT est la tangente demandée. 
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5ft. Rbharqdk. — Od peut d'ailleurd construire la para- 
bole, simultanément point par point et tangente par tangente, 
de la manière suivante. 

Imaginons trois points OO'O' sur une droite 
et tels que l'on ait 

00' ^ O'O", 
et soient à, A' les perpendiculaires menées & 00' 
aux points 0, 0'. 

Par 0" menons une transversale qui ren- 
contre & en A et i' en A'. La parallèle à 00' 
menée par A et la perpendiculaire à AA' pas- fij. 39 
aant par A' se coupent en un point I. 

Lorsque AA' tourne autour du point 0", le point I décrit 
une parabole et la droiie lA' représente la tangente h cette 
courbe, au point J. 

CHAPITRE VI 
THACi BBS CONIQUIS (KSAliRN M QUBLQOU CA» VAftTICULlIRs) 

B6. Considérations générales. — Nous uous propo- 
sons mainteDBnt d'examiner plusieurs eas partieu]i«rs inté- 
ressants qui se rencontrent assez souvent, soit dans les pro- 
blèmes de la géométrie ordinaire, soit aussi dans les épures de 
la géométrie descriptive. Pour ce motif, ces problèmes divers 
méritent de fixer notre attention; mais, h ce propos, il est 
peut-être utile d'expliquer ici comment les solutions des 
problèmes de la géométrie descriptive peuvent, dans certains 
cas, se trouver en contact avec les questions de géométrie 
pratique que nous développons dans ce livre. 

Pour mieux fixer les idées par un exemple simple, admet- 
tons qu'en cherchant la section plane d'une Quadrique, des 
raisons de symétrie, ressortant immédiatement et naturelle- 
ment de la nature de la question traitée, nous aient permis 
de déterminer sans effort deux sommets A et 13 de la projec 
tion. Pour trouver d'autres points de la courbe, et, ainsi, pré- 
ciser son tracé, noua pourrons opérer de deux façons très 
différentes. 
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Ou biuii, serrant de plus près la soluliou iudiquéo par la 
géométrie descriptive, nous déterminerons successivement 
différents points de la courbe, ce qui constitue la méthode 
naturelle dans le tracé d'une épure; ou bien, de la connais- 
sance des sommets A et B et de celle d'un troisième point 
qlielconquo C, nous déduirons la construction de la conique, 
point par point; par exemple, par le procédé que nous avons 
indiqué précédemment (§ 48). 

Si l'on ne veut pas admettre, en tbéorie du moins, l'in- 
traduction de constructions semblables dans les épures de 
la géométrie descriptive, on accordera pourtant que, dans la 
pratique, et grâce à leur extrême simplicité, elles peuvent 
servir de vérification utile aux résultats qui ont été obtenus 
par des tracés ordinairement plus compliqués. 

Quoi qu'il en soit, voici quelques problèmes relatifs au 
tracé des coniques et qui ressortant de la géométrie de la 
i-ègle et de l'équerre. 

66. Problàme I. — Construire une p<a-abole eonnaUsant 
taxe & et deux points A et B. 



Noue allons ramener ce problème à l'un de ceux que nous 




Fig- ■(«. 

avons déjà traités (§ SI), en déterminant la position du ( 
met de la parabole en question. 
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Supposons le problème résolu; le sommet S, les points A. 
et B, leurs symétriques A', B' par rapport à A, et enfin le 
point qui est k l'infini dans la direction de A peuvent Stre 
considérés comme constituant un hexagone inscrit dans la 
parabole considérée. En appliquant à cet hexagone, comme 
l'indique la figure, la construction de Pascal, on détermine 
d'abord le point T, puis la droite TG qui est perpendiculaire 
à A. Le point C une fois connu, on joint A'C et cette droil« 
coupe A au point cberché S. 

Autrement. — On peut encore déterminer le point S, par des 
considérationsplus élémentaires, comme nousallonsle montrer. 

Des points A et B abaissons des perpendiculaires AP, BQ 
sur l'axe donné ; les droites AQ, BP 
se coupent en R, et nous allons dé- 
montrer que la parallèle à l'axe, me- 
née par R, rencontre la tangente au 
sommet, au même point que AB, 

La propriété fondamentale entre 
l'ordonnée et l'abscisse d'un point 
de la parabole, donne 
ÂP' _ BQ' (BQ— AP)(BQ+AP) 
SP ~ SQ ~ PQ 







^ 


.'7 




y 
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» 
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D'autre part, les triangles semblables ACM, BDA prouvent 
que 

° " '^" (2) 



^I* _ ^ _ AP — SU 
AD " CM ^ SP ■ 



Les égaUtés (i) et (2) donnent, par comparaison, 
AP= = (AP — SM)(AP + BQ), 



AP . BQ = SM(AP + BQ), 



D'ailleurs, une propriété 



5 14), appliquée au tra- 
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pèse ABPQ, doane encore 



SU as RH, 
et l'en peut ainsi, 11*68 simplcmeut, détermiuor: 1° le point ïl, 
S* le Mmniet S de lu parabole, avec la règle et l'équerre. 

B7. Rkmarqub. — Nous voutous eucore faire observer que 
to paramétra de la parabole peut ne trouver très simplement, 
comme ooue alloua l'indiquer. 

Soit I le milieu de AB ; projetons ce point, eu U, sur l'axe 
donné;. puis, en I, élevons une perpendiculaire à AB; cette 
dernièie dioile rencontre 
l'uxe en V; UV repré- 
sente le paramètre p de la 
courbe. 

Cette propriété se- voit 
rapidement par la consi- 
dération des diamètres et 
on a'appujant sur le Ihéo- 
rèmo analogue à celui qui 
est relatif à la sous-nor- 
plus 
directe et plus élémentaire. 
Soit S le sommet de la parabole ; on a d'abord 
ÂP* = apSP et 1^ = 2pSQ, 
d'oii l'on déduit 

(BQ — AP){BQ + AP) = ip . PQ. 
Ayant mené AD parallfelemont à l'axe, cette égalité peut 
s'écrire 

BD.IU=p.AD. (i) 

Mais les triangles semblables ABD, lUV donnent 

lU " UV ^^> 

La comparaison des égalités (i) et (2) prouve que 

lU = p. 
Il est remarquable que, dans les conditions données 



Mais la démonstration suivante est peut^tre 
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(deux points ot l'axe), on puiase déterminer, avec la ikgW 
et requerra, le sommet et le fOyer de la courbe. En eOet, 
la oonnaiSBance du point S et celle du paramétre dont là 
longueur est égale à UV, permettent de ftxer la position 
du point F, SF étant là moitié de UV. 

68. Probldme II. — Proposons-nous maintenant de 
construire, point par point, une parabole circonscrite & un 
trapèze donné. Le problème qui consiste à faire passer une 




rtg. is. 



parabole par quatre pointa est, en général, un problème du 
eecond degré; il comporte deux solutions et, par ce fait 
même, ressort de la géométrie du compas. Mais on peut 
observer qu'il s'abaisse au premier degré dans le cas parti- 
culier qui va nous occuper ; la cause en est que les bawie 
du trapèze proposé constituent une parabole singulière pas- 
sant par les pointe donnés; il n'y a donc plue qu'une seule 
parabole circonscrite à ce trapèze, et nous allons montrer 
comment on peut la construire, point par point, en faisant 
usage uniquement d'une règle et d'une équerre. 

La propriété que nous avons établie plus haut (§ 56) ne 
s'applique pas seulement à l'axe et à la tangente au sommet 
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de la parabole ; elle est eucore vérifiée pour un diamètre 
quelconque et pour la tangente à l'extrémité de ce diamètre; 
la démonstration même que nous avons donnée prouve le fait 
que nous avançons, puisqu'ollo n'exige, on aucune façon, que 
les triangles consi- 
dérés soient rec- 
tangles, mais seu- 
lement semblables. 
D'après cela, soit 
ABCD le trapèze 
proposé; les points 
E, G déterminent le 
diamètre ox conju- 
gué des cordes ÂC 
et BD. D'autre part, 
des points connus P 
et Q, on déduit H. 
En menant par H 
une parallèle à ox 
j usqu'à sa rencontre 
en K avec AB, le point K, d'après la propriété rappelée, 
appartient h. ta tangente à l'extrémité du diamètre EGr. Fina- 
lement, on a donc cette tangente en traçant, par K, une 
parallèle aux bases du trapèze. 

Il nous reste à montrer comment on peut, dans ces con- 
ditions, tracer la parabole point par point (*). 

Les données que nous nous accordons sont ; i' un dia- 
Bdètre ox; If la tangente oy à l'extrémité de ce diamètre; 
30 enfin, un point A. Par A, traçons deux transversales 
arbitraires, qui rencontrent : l'une oy, au point G ; l'autre ox, 
au point C. Menons ensuite CD parallèlement à ox, jusqu'à 
sa rencontre avec AC, au point D; enfin complétons la con- 
struction, comme l'indique la figure; le point B, ainsi obtenu, 
représente le second point d'intersection de la transversale 
AC avec la parabole. 




Fig. *t. 
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En effet, nous avons (§ 14) 

DK un- ^ ; 

et, par suite, 



" HC 



AP' 



Ainsi, B est bien le second point d'intersection de AB avec 
la parabole qui correspond aux données énoncées plus haut. 



donne le sommet S, l'axe A 




59. Remarque. — Si l'on 
et un point A d'une para- 
bole P, le foyer de cette 
courbe peut s'obtenir par 
la construction que nous 
allons indiquer. 

Abaissons AP perpendi- 
culaire sur A et prenons 
ST = PS; AT est la tan- 
gente on A à P. Sur AT 
construisons un rectangle 
ATQN, la diagonale AB coupe A en un point F qui est le 
foyer de la courbe. 

En effet, nous avons 

SF + TS = FP -f- PN, 
et 

FP = SP — SF. 

Si nousajoutons ces deux égalités, puis si nous observons que 
TS ^ SP, et que la sous-normale PN est égale à p, nous 
obtenons l'égalité 

3SF = p, 
laquelle prouve bien que F est le foyer de P. 

60. Problème III. — Construire une hyperbole, pointpar 
point, connaissant les asymptotes A, A' et un point A de la courbe. 

On sait que, dans l'hyperbole, pour une transversale 
quelconque, le milieu de la corde coïncide avec le milieu du 
segment intercepté sur la transversale considérée par les 
asymptotes i, A'. D'après cela, après avoir mené par le 
point Â une sécante qui rencontre les asymptotes aux 
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points BetC, od délcrmine le milieu de BG; enfin, on 
prend le point A' symé- 
trique de A par rapport à 0. 
Toutes ces constructions 
s'exigent que l'emploi de la 
règle et de l'équerre; la 
figure ci-contre les ludique 
suffisamment. 
Quant à la tangente en 
fie- **■ A', on sait qu'elle s'obtient 

en traçant par A' une droite limitée aux asymptotes et parta- 
gée par le point A' en deux parties égales. Cette tangente 
est donc parallble à la droite PP', 

61. Problème IV. — Cotutmire une hyperbole, point par 
pmnt, connaissant une asymptote à et trois points A, B, G de 
la courbe. 

Ce problème se ramène immédiatement au précédent <m 
observant que la seconde asymptote ù.' est la transversale 
réciproque de A par rapport au triangle ABC. 

02. ProbMme V. —ConstruireunekyperboU, pointparpoint, 
connaissant, de position, les asymptotes A, A'efune/ang'eiue AA'. 
Par les pointe 




Vtg. *7. 
dette égalité qui résulte aussi, e 



l'on veut, de l'équiva- 
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lence évidente des deux triangles A'OA, B'OB, proure que 
BB' est une droite taugonto à l'hyperbole consiiîérée. Pout 
avoir le point de contact il suffit, par application d'une pro- 
priété connue, do déteriïiiuor le milieu m de BB'; ce point 
s'obtient, comme l'indique la figure, au moyen du parallélo- 
gramme BOB'C, 

63. ProbMinaVIi — Comtnùrt un» parabole connai'Manf 
deux tangente» OA, OB, et letpoinlt ds confool A «i B. 

Cherchons à déterminer la tangente parallèle îi AB et ton 
point do contact. La diat^onale OG du perallAlogram me OABU 
est Ve diamètre conjugué des Cordes paraUblcs à AB. La 
souB-tangente étant te 
double de l'aboisse, en 
conatruisant le parallé- 
logramme DOMN, lepoint 
I représente l'extrémité 
du diamfctre OC. Finale- 
ment, noua conneiasons 

une tangente MN, le point de contact l. Je diamètre IC et un 
autre point A, sur la parabole. Dans ces conditions, le pro- 
blème peut être considéré comme résolu; nous avons indiqué 
plU8 haut (§ 08) comment on pouvait construire la courbe, 
point par point. 

Autrement. — Mais, si l'on préfère, on peut construire la 
courbe tangente par tangente en appliquant la remarque 
suivante. Prenons sur OD, médiane du triangle AOB, deux 
points MM' tels que OM ^ M'D, et par ces points menons 
des parallèles à AB ; noua déterminons ainsi deux points P 
et Q. La construction indiquée 
donne 

OP _ BQ 
AP "■ OQ' 

Une propriété connue prouve __ 

que la droite PQ est tangente à ** . ~ V ---,\^ 

la parabole. On obtiendra ainsi, Fig. 49. *x. a 

ea faisant varier les points M, M', autant de tangentes que 
l'on voudra à la pari^ole proposée. 
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Si nous proloD^ons PQ jusqu'il sa rencontre en R ave 
AB et si nous prenons le point R' conjugué harmonique de 
par rapport au segment AB, la droite OR' étant la polair 
de B coupe PQ en un point I qui est justement le point di 
contact. La parabole se trouve ainsi construite; non Beulfr 
ment tangente par tangente, mais encore point par point. 

64. REHABQiia. — Dans le problème qui vient de nom 
occuper on peut aussi dél«rmiDer immédiatement deux tan- 
gentes particulières de la parabole, droites qui, avec les deui 
tangentes proposées, forment un système de quatre tangentes 
à la courbe que l'on veut construire. Cette remarque a son 
importance parce que son application ramène le problème 

4 présent au cas général 

visé plus loin. 
Voici comment on 
obtient les deux tan-| 
gentes dont nous vou-| 
Ions parler. | 

Considérons une pa-| 
rabole P inscrite dans 
-s^^ l'angle ACB; si nous 

:'-^ , joignons un point quel- 

^■^.^ conque de la courbe, le 

ng^ so. point M par exemple, 

aux sommets C, A, B, nous avons : 

SÂB* = 4MAC. MBC (*), ou, dans le système des coor- 
données barycentriques, 

ï' = 4«P- 
Si nous partageons CA et GB en trois parties égales, la 
droite A'B' a pour équation 

celle-ci doit être vériHée -A" par p = o, et 2^ = a; 2° par 
a = o, et ap = y; nous trouvons, d'après cela, 
am -f p = o, et n -f 2p = o. 

I*) Cette relaliDn très simple eal coaaae, noua Idsioni an lecteur le seU 
de la ïÉrifler. 
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Pinalemont, l'équation de A'B* est 

" + 4P — *T = o- 
11 est facile do Térilier que cette droite est tangeute I 




Fig. Si. 
parabole considérée P; le contact a lieu sur la droite qui 
correspond à l'équation 47 — a := o; d'après cela, le point 
decontact I s'obtient, comme l'indique la figure, entraçantla 
diagonale ÂD du parallélogramme ABGD. 

Un calcul tout semblable montrerait que A'B'esl, elle aussi, 
tangente à P. Ce dernier point, évident d'ailleurs, est encore 
vérifié en observant que la parabole jouit de la propriété 
intéressante que nous allons établir. 

65. Théorème. — Si ton conêidére une parabole P ingcrtte 
iam langle OAB, A et B désignant les points de contact, une 
tangente ^. admet, par rapport au triangle CAB, une transveraale 
rfetprofue A'; cette dernière droite- est encore lAie tangente à P. 

En effet, si l'on cherche la condition que doivent vérifier 
les coefficients m, n, p de l'équation 

ma + «p -\-py = o, 
pour que la droite A qui lui correspond soit tangente à P, 
«n calcul immédiat donne 

p' = mn. (1) 

D'autre part, en se reportant à la définition des transver- 
aales réciproques (§ 9} on voit que l'équation de A' est 

- + f-+I=o. 
m » p 

D'après (1), la condition 

I I 

p' mn ' 
étant vérifiée, &' est tangeute à P. 
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La parabole P et les deux paraboles aaaloguflB BODt, d'aprn 
cette observation,' des Qmllagmotiques dans notre métho<lp 
de transformation par transversales réciproques, méthode à 
laquelle nous aurons occasion de faire, dans le chapitre 
suivant, d'autres emprunts. Paranallaguiatiques, nous enten- 
dooB, en généralisant l'expression que M. Moutard a intro- 
duite dans la transformation par rayons vecteurs réciproques, 
des courbes qui, dans une méthode de transformation 
dnunée, se correspondent à elles-mêmes. 

Voici un autre problème oii noua trouverons une applica- 
tion naturelle de la remarque précédente. I 

96. Problème VXI. — Construire une parabole F, connais- \ 
sanl trois lattgenle» AB, AO, DG et te point 4e contact O, sur 
l'une d'elles. \ 

DétermiQQDs d'abord le point de contact 0' de P avec AC. 1 




Fig. M. 

tJne propriété connue, déjà rappelée (§ 63), nous donne 
0B_ OA 
AC ~ O'A' 
ri'aprèB cela; ai noua prenons AD =s OB, la diagonale AP 
du parallélogramme ACDP représente la direction des dia- 
mètres do P. De cette remarque nous déduisons, comme 
l'indique la figure, et au moyen du parallélogramme AOQO', 
le point inconnu 0', Nous sommes ainsi ramené au cas 
précédent et, en prenant O'E = CA, la droite DE transversale 
réciproque de BC par rapport au Iriangle AOO', est, comme 
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Qoua venons de l'obaarver au paragraphe précédant, une 
quatrième tangente à la parabole considérée, Noua revenons 
ainsi au cas ordinaire, celui oii l'on donne quatre tangentei 
distinctes. 

Nous ne croyons pas utile d'étendre autrement l'examen 
de ces problèmes du premier degré. On peut les multiplier 
beaucoup, mais lia esigent tous qu'il n'y ait fu'uiw «eu(e 
conique vérifiant les conditions proposées. Ces problèmes, pour 
cette raison, resaortent de la géométrie de la règle et de 
l'équerre ; ils constituent d'ailleurs des cas particuliers des 
problèmes généraux que nous allons étudier dans le chapitre 
luivaut. Mais avant d'aborder ceux-ci, nous avons tenu à 
montrer les solutions simples que comportent certains pro- 
blèmes spéciaux, qui justement sont ceux qui se présentent 
le plus souvent dans les constructions. C'est qu'en effet il 
arrive fréquemment que certains points de la figure devien- 
nent coïncidents sur dos droites .données ou, dans d'autres 
cas, soient rejetés b l'infini, dans des directions déterminées. 
11 est alors profitable, au lieu d'avoir recours aux tracés 
indiqués pour le cas général, d'utiliser des tracés plus simples, 
découlant des particularités mêmes de la figure proposée. 

Nous n'avons examiné, comme on a pu le remarquer, dans 
les problèmes qui viennent de nous occuper, que les cas 
particuliers oii les données sont des points ou des tangentes ; 
mais il va sans dire qu'il existe d'autres problèmes ressor- 
tant de cette géométrie et dans lesquels les données sont 
différentes. Par exemple : Construire une parabole connais- 
sant le foyer et la tangente au sommet; ou, le foyer et la 
directrice; ou, le foyer et deux tangentes; et beaucoup 
d'autres, sont des problèmes que l'on peut résoudre avec la 
règle et l'équerre. 

Mais voici Un dernier exemple que nous voulons traiter en 
terminant ce chapitre; il vise le cas très intéressant oii l'on 
connaît uniquement les extrémités de deux diamètres conju- 
gués d'une ellipse. 

67t Problàma. — Comlmire une eliipn t cowufittent, 
en grandeur et m situation, deux diamétret cw^uguiÊ, 
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Soieut AA.' et BK les deux diamètres proposés, Preuons 
sur la courbe un point I; les droites qui joignent ce poiul 
aux extrémités des deux diamètres donnés forment un fais- 
ceau harmonique. On prouve, d'un mot, cette propriété en 
observant que dans un cercle le théorème est vérifié pour 
deux diamètres rectangulaires, les quatre branches du fais- 
ceau considéré étant alors inclinées mutuellement, et deux 
à deux, de 45°. 

D'après cela, menons par le point Â une droite arbi- 
traire AP, puis déterminons avec la règle, comme l'indique 
la figure (33), le 
point Q conjugué 
harmonique de P; 
alors, la droite A'Q 
rencontre AP ea 
un point I qui 
appartient è l'el- 
lipse r. 

Pour obtenir la 
tangente eu I, ou 
peut observer que 
la polaire de P par 
rapport à T passe 
par le point Q, par 
le pAle de AI, et 
qu'elle est parallèle 
è AA'. Par consé- 
quent on menant QT parallèlement à AA' jusqu'à sa ren- 
contre avec la droite AT, cette dernière étant conduite, par A, 
parallèlement à BB', on détermine un point T de la tangente 
cberdiée. 

CHAPITRE VII 

TRACÉ DES CONIQUES (CAS GiNinAUX) 

Nous abordons maintenant, dans la géométrie des coniques, 
quelques problèmes plus généraux ; leur expositioo'complète 
le sujet que pous avons abordé dans les deux chapitres qui 




Fig. SS. 
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précèdeut et nous qoub proposons d'indiquer comment on 
peut efFectucr le. tracé des coniques, par points ou par tan- 
gentes, lorsque ces courbes sont bien déterininées j les données 
do la question caractérisant un problème du premier de^ré. 
Cette partie de la géométrie est bien connue et pour ainsi 
dire classique. On sait notamment avec quelle simplicité 
les théorèmes de Pascal et de Brianchon s'appliquent aux 
constructions des coniques déterminées par cinq points ou 
par cinq tangentes. Mais, sans revenir sur ces solutions, 
nous voulons montrer ici comment ces mêmes problèmes 
peuvent être traités, en prenant pour base les propriétés 
des points et des transversales réciproques. 

Nous devons entrer d'abord dans quelques développements 
analytiques, nécessaires à la démonstration des principes quo 
nous appliquerons dans la suite. 

68. Thdorôtne. — Lorsqu'un point est mobile sur une 
droite i, le point réciproque 0' est mobile sur une conique V 
circonscrite au triangle. 

En effet, l'équation de Â, dans le système de coordonnées 
que nous avons adopté, est 

•n« + "P+PY = o. (1) 

Soient (a, p, y) les coordonnées de O, (a, p', y) celles de 0' ; 
nous avons {§ H) 

aa' = ^f = ti. 

Par conséquent, nous obtiendrons le lieu décrit par un point 

O', réciproque d'un point mobile 0, en changeant a, p, y 



O. D'après cette remarque, à la droite 4 correspond une courbo , 
dont l'équation est 

C'est nue conique P, circonscrilo au triangle de référence. 

69, BxMARQDE. — La tangente au point C à F rencontre 
AB en un certain point C ; les points A', B', C sont, comme 
on le sait, et comme le prouve l'équation (2), situés sur une 

<;, Dl L. — GioVÉTItli; DB LA RÉGLB. & 
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droite A' ayant i>our équdlîon 



ou voit donc que A' est uue trausversulc réciproquo do A, 

70. Théorème. — Lorsqu'une comque V est irucrite dant un 
triangle ABC .' ton centre, le centre de gravilé du triangle et le 
point réciproque du point de Gergonne sont trois point» en Ugr.t 
droite; de plus, la dislance des deux derniers points est le double 
de celle de» deux premiers. 

L'équation d'uuc couiquc iusciitc au triauglc de référeucc, 
si l'on veut mettre eu évidence les cooi-donuées {^, S„ -j,) 
du point Mg que l'on obtient en joig;nant les sommets du 
triangle anx points de contact des côtés opposés, peut 
s'écrire 

/■= — 4--^ 4- ï!-_£Êl_-^_i^— n 

La droite de l'infini ayant pour équation 

le pôle de cette droite, le centre de la conique eu d'autres 
termes, a des coonlonnécs qui vérifient les équations 

r,=r, = /-, 

qui, explicitées, s'écrivent: 



Cen égalités donnent les suivantes : 



et elles déterminent les eoordouuées d'un jjoiut U, centre de F. 
Le point Mj, réciproque du point de Gergonne, a poiii' 

coordonnées —, —, — ; pour vérifier que M,Mo' passe par le 

centre de gravité G de ABC, point dont les coordonnées sont 
égales au tiers de la surface do ABC, il sutfit de recounattre 
que l'on u 
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^7. i+b i + . 

identité que Ton rend manifeste en ajoutant les éléments de 
la troisième ligne à ceux de la deuxième. 

Pour démontrer la seconde partie du théorème, il faut 
calculer d'abord les coordonnées des trois poiuts O M„' et 0- 
ces courdonuées sont : 






pour U, 



pour G, 



pot 



rM„' . 



-, otc . 



égalités dans lesquelles S désigne, bien cutendu, la surface 
du triangle ABC. 

Ces formules donnent 

3«, + ct, = 3ï, 

Les trois points Q, G, M'^ étant en ligne droite, celte rela- 
tion établit complètement le théorème énoncé {*). 

71 , Théoràme. — Lorsqu'une droite i e»( constamment tan,' 
gente à une parabole P inscrite au triangle de référence, la Irani' 
versale réciproque \' reste parallèle à une direction fixe; cette 
direction étant celle des diamètres deV; bt RËciPROQtiEiiBHT, 

En exprimant que la conique qui correspond à l'équatîou 






3aft 



(') On Irousera une démonatratioD géoHiélrique de celte iiropriété et de la 
suitante dans noire mémoire déj* cite. 
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est tuiigcuto ù la droite ilc l'ialîai, droite rcpicsciilée par 
l'cgalilc 

a -I- P + Y = o, 
ou Irouvti 

i + k + i- 

Ou peut aussi obluuir celte rolatîou en exprimant ijuc le 
ccutre de la conique est à l'iulini et l'on vérifie, dans fous 
les cas, que les droites qui joignent le centre de la conique 
aux sommets du triangle de référence sont bien trois droites 
parallèles quand l'égalité (A) est accordée. 

Ou trouve aussi, nous laissons ce poiut à vérifier, que 
l'équation générale des diamètres de P est 

A.I, + B», + 0„. = o, (1) 

avec la condition 

A + B + C = o; (2) 

et, enfin, que la droite A représentée par l'équatiou 

"i + 'i + 'i^'- 

est tangente à P, si l'on a 

- + - + - = o, (3) 

72. Théorème. — Lorsqu'une droile i /oui-ne autour d'un 
point fixe K,, (ao . % > T»)» '* transversale réciproque a' enveloppe 
une conique T iniciite au triangle de référence ABC; le point de 
Gergonne qui correspond à celle conique est le réciproque île K„; 

ET BÉCIPROQUEHBNT. 

Soit 

m» + »P + Py = 0- 
l'équation de A; celle de A' est 

m n p 

et les paramètres m, n, p vérifieut la relation 
m=;„ +ne. +PY. =6, 
Eu elierchaut, par le procédé ordinaire, l'enveloppe do A', le 
Calcul douuc iinmédiateincut 
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Cette équation prouve l'exactitude du théorème énoncé. 
La réciproque est évidemment vraie. 

•73. RsMAHQCE. — La couique F étant inscrite au triangle 
de référence ABC, on peut lui appliquer le théorème précède ut. 

On reconnaît ainsi que le centre de T s'obtient en joignant le 
point E, au centre de gravité de ABC, et m prolongeant cette 
droite dtune longueur moitié moindre. 

Kn joignant Kg aux sommets de ABU on a des droites qui 
ont pour réciproques les côtés du triangle ABC. La con- 
sidération de ces transversales particulières prouve que le 
point de contact de F avec BC s'obtient en joignant K, au 
sommet A. et en prenant le symétrique, par rapport au milieu àe 
BC, du point d'inteiseclion de cette droite avec K^k. 

Cela posé, la transversale A', réciproque de i, a pour 
équation ; 

- + !è + ÏL- = o. 

m ' n p 

Les égalités (I), (2) et (3) prouvent que A' est un diamètre 
de P. 

La réciproque est évidente. 

Ces propriétés diverses étant établies, nous allons les 
appliquer à quelques constructions. 

74. Problôme I. — Construire une parabole, tangente 
par tangente, connaissant quatre tangentes. 

Soient A,B,0,D les quatre droites proposées. Prenons D' 
transversale réciproque de D par rapport au triangle ABC; 
puis traçons autant de droites que nous voudrons, parallèles 
à D'. Les transversales réciproques de ces parallèles sont 
autant de tangentes à la parabole proposée (§11). 

Si l'on- trace des parallèles à D' par les sommets du trian- 
gle, les droites rencontrent les côtés du triangle ABC en 
des points a, p, y; ayant pris les symétriques a', fi', y' de ces 
points par rapport aux milieux des côtés du triangle, les 
points ainsi obtenus sont les points de contact des droites 
A, B, C avec la parabole (§73). 
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76. Problème II. — Construire tangente par tangente 
une conique, connaissant cinq tangentes. 

Soient A, B, C, D, E lea tangentes données. Prenons encore 
les droites D', E' transversales réciproques de D et de E par 
rapport au triangle ABC. Ces droites D', E' se coupent en 
un certain point P. Que l'on mène par ce point autant de 
droites que l'on voudra, puis que l'on prenne, par rapport à. 
ABC, leurs transversales réciproques ; toutes ces droites 
seront des tangentes à la conique en question (g 72). 

Le problème traité au paragraphe précédent n'est évidem- 
ment qu'un exemple particulier de celui-ci ; c'est le cas où 
l'on suppose le point P rejeté à l'iiiGni. 

Si l'on prend le point réciproque de P par rapport à ABC, 
le point P' ainsi obtenu est le point de Gergonne de la 
conique cherchée, par rapport au triangle ABC (§ 72). Ou 
obtient ainsi les points de contact de la conique avec les 
droites A, B, C. 

Enfin, si l'on joint P au centre de gravité de ABC et si l'on 
prolonge cette droite d'une longueur égale à sa moitié, on 
aboutit au centre même de la conique. 

Il n'est pas nécessaire de faire observer que toutes ces 
constructions peuvent être eEFectuécs avec la rfegle et l'équerre, 
cette condition étant ici, bien entendu, implicitement exigée. 

76. Problème ZII. — Construire une conique connaissant 
cinq points A, B, C, D, E. 

Prenons les points D', E' réciproques des points D et E, par 
rapport au triangle ABC. A tout point M', pris sur D' E', 
correspond un point réciproque M qui appartient à la conique 
cherchée (§68). Celle-ci pejit ainsi se construire point par point. 

En prenant la transversale réciproque de D' E' on obtient 
une droite qui coupe les côtés du triangle ABC en des points 
o, p, T- Les droites A», Bp, Cy sont les tangentes à la conique 
proposée aux points A, B, C (§ 69). 

77. Problème IV. ■— Connaissant trois tangentes com- 
munes A, B, C à deux coniqttes U et V, trouver ta qtuUriéme 
tangente commitne. 
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Ce problème du premier degré se résout très aisément par 
'la considération des transversales réciproques. 

Prenons les droites A, B, C pour former le triangle do 
référence et considérons d'abord la conique U. A cette 
conique correspond un point P, comme nous l'avons expliqué 
(§ "73), et toute droite passant par P a pour transversale 
réciproque une tangente à U. Considérons, de même, la 
conique V et son point correspondant Q. La droite PQ admet 
une transversale réciproque A, cette droite A est la quatrième 
tangente demandée. 

78. Examen d'un cas particulier remartiuable ; 
translormatlons Involutives; — On observera que la 
construction précédente est en défaut dans le cas particulier 
oh, parmi les tangentes données, il s'en trouve deux qui 
sont parallèles. L'examen de cette hypothèse exige que 
nous entrions dans quelques développements sur les trans- 
formations involutives, lorsque les coordonnées sonttaugen- 
tîelles, mais non homogènes. 

Si nous imaginons deux variables 0, 9 vérifiant une relation 
homographique en involution 

Âoe + B(e 4- 9) + c = o, Ji) 

nous jwuvons distinguer quatre cas: 

1" AC ^ o ; (cas généralj 

2" A = o, Ct^o;) 

3° C^o, A^o;> cas particuliers. 

4" A = o, et C = o ; ) 

Dans la première hypothèse, qui correspond au cas géné- 
ral, on peut toujours, par un changement des variables, 
ramener l'équation (1) à la forme 

C 9' = A>, 
que nous allons examiner et qui représente l'équation nor- 
male de l'invplution ordinaire. 

Considérons maintenant, dans un système dont les coor- 
données sont bien déterminées, mais que nous n'explicitons 
pas pour l'instant, deux éléments (droites ou points) Mg, M^ 
et supposons que les coordonnées de ces éléments vérifient 
les égalités : 
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w„U, = r^V, = w!oW„ 
si les coordoQDées sont supposées homogènes ; ou, dans l'hy- * 
pothèse coniraire, les suivantes : 

«, U, = A', i>„ V, = h\ 

Si l'élément Mj, décrit une certaine figure F,,, l'élément 
correspondant M, tracera une figure correspondante F„ ot 
nous pourrons dire, d'après une locution usitée, que tet 
figures F„ F, sont involutives; ou que la transformation Ci^nsi- 
àérée appartient au groupe des transformation» involutives. 

Telles sont les transformations par points et droites réci- 
proques dont nous avons parlé précédemmont; telle est 
encore celle que nous allons imaginer pour résoudre la 
difficulté que nous avons rencontrée. 

Nous ferons observer à ce propos, et l'expérience n'en est 
que trop facile ù faire, que l'examen des cas particuliers, 
dans la géométrie des constructions, comporte souvent des 
difficultés qui leur sont inhérentes et qui ne se présentent 
pas dans le cas général. Le géotaétrie descriptive notam- 
ment est pleine des singularités que nous signalons ici. 

Ajoutons que les trois cas particuliers que nous avons 
distingués tout à l'heure donnent lieu, eux aussi, à des trans- 
formations involutives; mais nous n'envisageons que le cas 
général qui, seul, nous intéresse pour résoudre le problème 
que nous avons en vue. 

79. Transformation Involutive dans le systôme 
des coordonnâes parallèles. — Les coordonnées paral- 
lèles (*) peuvent se définir de la manière suivante : 

Si nous imaginons deux droites fixes &, A' dans un plan 
P et, sur ces droites, deux origines 0, 0'; une droite D du 
plan P rencontre A et A' en des points A, A'. En posant : 

OA = w, O'A' = V, 
on peut dire que w et v, valeurs prises en grandeur et en 
signe, déterminent la position de AÂ' dans le plan P; en 

(') CoORDonrjÉBB FAn.tLLÈus ET AiiALES. Hélbode de Iransformation géo- 
métrique ei procédé noureau de calcul graphique, déduits de considéntioD 
des eoordonoéea parallèles, par Maurice d'Ocagne, élève iogénieur des pODU 
et ehonssées, lice-secrétaire de la Société mathématique de Frnace. (Paris 
Ijanihior-Villers, 1885.) 
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d'autres termes, « et u sont les cooMonnées de D. C'est 
le système bien con- 
nu des coordonnées 
tangeutieltes. Oa 
peut observer poui^ 
tant que, dans cette 
définitioD, un peu 
plus générale que 
celte qu'on donne 
habituellement, 
rien n'empêche de 
supposer que les 
droites fixes A, A' soient parallèles. On obtient ainsi le sys- 
tème de coordonnées parallèles de M. d'Ocagne. 

Adoptons, dans ce système do coordonnées, les formules de 
transformation învolutive dont nous avons parlé plus haut et 

posons 

uU = A', vV = A'. 
Dans ces égalités, v, v désignent les coordonnées parallèles 

d'une droite AA'; U,V celles de la droite transformée BB' ; 

déplus, h représente la distance OH des axes parallèles A, A'. 
Mais avant d'aller plus loin, noua devons montrer d'abord 

comment, dans cette transformation, on peut construire la 

correspondante d'une droite, avec la règle et l'équerre. 
Du point A. abaissons AM perpendiculairementà l'axeO*»', 

puis joignons CM et, 

finalement, abaissons de 

H une perpendiculaire 

HRsur OM. Cette droite / ,/ 

HR prolongée rencontre 

l'axe Ott en un certain 

point B; les triangles 

semblables OHM, OHB 



ppliquantcette construction 



ÔH' = HM. OB. 
Ainsi nous avons 
OA. OB = h\ 
Gtnous pouvons, d'après 
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succcssivoinent aux pointtj A et A', déduire, avec la règle et 
l'équerre, d'une droite donnée AA' la correspondaate BB'. 

80. BtMABQtB. — Od peut aussi remarquer, et cette obser- 
vatioD peut servir à vérifier la construction précédente, quo 
deux droites correRpondantes coupent la droite des origines 
0,0' en doux points C,C symétriquement placés par rapport au 
milieu m de 00'. 

En effet, l'égalité 

OA. OB = O'A'. OB', 
donne 

OA _ 0[ff 
D'A' ~ OB ' 
et, par suite, 

CO _ C'O' 
CO' ~ C'O ' 
Cette proportion établît bien la symétrie des points C,C par 
rapport à m. 

81. Théorème. — Ain;! la transformation involutive définie 
plus haut, à une conique T, tangente à la fois aux axes paral- 
lèles et à la droite des origines, correspond un point : et récipro- 
quement. 

Cherchons d'abord l'équation de V, équation qui peut s'écrire 
/■(»,»,' = 0, (1) 

f désignant une fonction algébrique du second degré par 
rapport aux lettres w et v, A une valeur donnée pour u, corres- 
pondent pour V deux valeurs, mais l'une de ces valeurs est 
infinie. Cette observation s'applique aussi à la variable v et 
l'on voit ainsi que /"ne doit renfermer ni le terme en u*, ni 
le terme en v*. De plus, l'équation (1) doit être vérifiée par 
« = o et « =: ; finalement l'équation de F est donc 
A.UV + Btt + Cw = 0. 
Transformons cette égalité au moyen des formules 

wV=A', t.V = A'. 

A une droite i («, v) tangente à F, correspond une droite A 

(U, Y) dont les coordonnées parallèles véri^ent constamment 
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la relation 

A/i' + BV + eu = o. 

Une propriété élémentaire bien connue, relative aux bases 
d'un trapèze coupé par une droite qui leur est parallèle, 
prouve que i' passe par un point fixe. 

Sans pousser plus avant la transformation précédente on 
voit le parti qu'on en peut tirer pour résoudre, dans le cas 
particulier que nous venons d'envisager, le problème qui a 
pour but la eonstructiou de la quatrième tangente commune 
ù deux coniques F', T" lorsqu'on suppose connues les trois, 
autres tangentes communes, dans le cas particulier oîi, parmi 
celles-ci, deux se trouvent parallèles. 

Aux coniques proposées correspondent deux points 0', 0, 
qu'on déterminera d'abord en considérant, pour chacune 
d'elles, deux tangentes et leurs transformées. A la droite Û'O' 
correspond une droite A qui est la tangente demandée. 

82. Problème. — Étant données quatre droiteg, deuœ à deux 
ifcantes, tracer, tangente par tangente, la parabole P inscrite 
au quadrilatère qu'elles constituent. 

Soient Ai, A,, A„ A, les quatre droites proposées; considé- 
rons trois d'entre elles A,, A„ A, et prenons la droite Aj trans- 
versale réciproque de A^ par rapport au triangle A^A,A,. Si 
nous traçons une droite mobile A^ parallèle à A^, la transver- 
sale réciproque A, enveloppe une conique inscrite au quadri- 
latère AiA,A,A, et dont le centre est à l'infini (§''1); c'est 
précisément la parabole P. 

Les points de contact de P avec les droites A|, A„ A, s'ob- 
tiennent très simplement; on mène par l'un des sommets 
(A„4,) une parallèle à Aj, laquelle rencontre Aj en un cer- 
tain point A; on prend ensuite le point A' symétrique de A 
par rapport au milieu du cdté A, du triangle A, A, A, ; le point 
A' est l'un des points de contact cherchés. On détermine de 
mArne les points analogues. 

83. Problème. — Étant données deux coniques T, y définies 
par cina points 

A, B, G, D, E; A, B. G, F, G; 
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et poaxidàvt, par comiquent, Irois points communs A, B, C; on 
propote de trouver le quatrième point commun aux deux coniques. 

Ce problème, qui est le corrélatif de celui qui vient de nous 
occuper, se résout par une méthode toute semblable à ccllo 
que nous avons employée pour trouver la quatrième tangente 
commune à deux coniques, comiaissaut les trois autres. On 
substitue seulement, à l'idée des transversales réciproques, 
celle des points réciproques et l'on raisonne comme il suit. 

Prenons le triangle ABC comme triangle de référence et 
cherchons la transformée de la figure proposée, par la mé- 
thode des pointa réciproques. 

A la conique F circonscrite au triangle de référence corres- 
pond une droite I" déterminée par les points D', E', récipro- 
ques des points D etE. De même, ù y correspond une droite f' 
passant par les points F', G', réciproques des points F. G-. 

Les droites F' et y' se coupent en un point f'; le point f, 
réciproque de f', est le point cherché. 

Los constructions auxquelles nous faisons allusion ici peu- 
vent toutes être effectuées avec la règle et l'équerrc; mais on 
les abrège singulièrement si l'on s'accorde l'usage du com- 
pas h. pointes sèches, instrument qui permet de déplacer, 
sans tracer de lignes, une longueur donnée. 

Le tracé des coniques par points et par tangentes, les pro- 
blèmes nombreux qui s'y rattachent, exigeraient peut-être de 
plus amples développements. Mais cette géométrie est trop 
connue pour que nons pensions devoir nous y attarder ici 
davantage et, après avoir dit ce que nous croyons nouveau 
sur cette matière, nous voulons aborder maintenant la déter' 
mination du centre de courbure. 

CHAPITBE VIII 

LR RAVON DE COURBtJRK DANS LES CONIQUES 

Nous ne pouvons quitter le tracé des coniques par points et 
par tangentes sans faire connaître une construction permet- 
tant de déterminer, avec la règle et l'équerre, le centre du 
cercle osculateur en un point pris sur la courbe. 

Nous examinerons d'abord le cas delà parabole. 
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84. Le rayon et le centre decourbure dans la para- 
bole. — Soient 
M, M' deux points 
in fini ment voisins 
sur la parabole; 
les normalcH en 
CCS points ae cou- 
pent eu C et nous 
ferons d'abord ob- 
server que l'angle 
■M/^M'estlc double 
de l'angle MGM'. 
Su effet, la nor- 
male étant bissec- 
trice de l'angle for- 
mé par le rayon 
vecteur et la paral- 
lèle à la direelioa 
positive de l'axe, 
on voit qu'en posant. 
/■MA 
on a 

MCM' = p —a, et M/'M' = /"Ri — fîAà = 2(p — a). 
Cette remarque étant faite, considérons les cercles MM'/, 
MM'G ; eu désignant par u et v leurs rayons, uous avons 

MM' MM' 

-i— = 3M, et -t-7;= 3W ; 

ou 

MM' f MM' _C__ 

f 'sin/"^"' " C "sinC"^"' 
ou encore, puisque f= 2U 

f siu C I u 

sinf t! '2 tj' 

Passons à la limite et supposons que le point M' se rapproche 




3 M et vienne se confondre avec lui; la limite do 



MM' 



est 



) au rayon de courbure R; écrivons donc lim 2t!= R. 
jnons par p la limite de m ; c est le rayon d'un cercle 
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passant par /, et par M tangentiellemeut à la parabole. I^uiis 
avons doue, fmaleinent, 

R = 4f. 

D'après cela, si nous élevons au milieu H deM/'uae pcr- 
liendiculaîrc jusqu'à sa rencoutrc en I avec la normale en M, 
lo poiut y centre de courbure au point M s'obtient on prenant 
My = 4MI. Il est facile de reconnaître que cette construction 
revient à celle que nous avons déjà indiquée. (Gé-nn. an., loc. 
cit.) 

Nous allons encore appliquer cette méthode à l'ellipse ; 
clic nous conduira à une construction très simple du centre 
de courbure correspondant à uu point de la courbe. 

80. Centre de courbure dans l'ellipse. — Soient /; /' 
les foyers de la courbe; 
M, M' désignant deux 
points de l'ellipse, ou 
trace les normales eu 
ces points; soit G leur 
point de rencontre. 

Les triangles MR/', 
M'RC donnent 

a + .-'=p + û; 
d'autre part, les trian- 
gles MSC, M'S/ prou- 
ô vent que 

Ajoutant ces égalités. 




vient 










«■ = 


a. 






(1) 


pet 


• les 


rayons 


(les 


cercles 



Cela posé, désignons par p 
circonscrits aux tiûangles MM'/") MM'/'; nous avons 
MM' _ ^ ^^ MM' _ ^ , 

siu M sin ti>' '^ " 

D'autre part, le rayon de courbure R correspondant au 
poiut M est donné par la formule 
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L'égalité (1) doune aussi 
sin M coa u' + sin oi 
et par suite 



cos b) = 2 du Q cos Q 



r représentant le rayon du cercle circonscrit eu triangle 
Mll'G. En passant à la limite, c'est-à-dire en supposant que 
M' vienne se confondi'e avec M, nous avous 

d^ <e R 

Dans cette formule d et d désigueut les diamètres des 
cercles qui passent par M' tangenticlleuent à rdlipsc et, 
respectivement, par les foyers de la courbe. 

De cette égalité résulte une construction assez simple pour 
le centre de courbure. 

SoitSfN la normale à l'ellipse; cette uormalc est rencon- 
trée aux points G, G' par les perpendiculaires élevées aux 
points /"et /' aux rayons vecteurs M/", M/"; si l'on prend le 
point Y conjugué harmonique 
de M par rapport aux points G, 
G' ; Y est le centre de courbure 
qui correspond au point M. 

Toutes ces constructions 
n'exigent, comme on le voit, 
que l'usage de la règle et de 
l'équerre. 

86. Kehahqde. — Je reviens 
à la construction donnée tout 
à l'heure pour déterminer le 
centredecourburequi correspond à un point de la parabole 
pour faire observer que l'on peut encore fixer la position 
de ce point, et même d'une façon un peu plus rapide, eu 
introduisant dans la figure la directrice de la courbe. 

Reportons-nous à la figure 1;soitHD lu dii-ectrice de la paru* 
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bolo. Élevons eu fimc iicipendiculaircà M/'et soit L le poiiil 
oîi celte perpendiculaire rcneontic 
la normale MC. Les deux Iriang'lcs 
rectangles MDK, M/L ont ua ang-lc 
égal /"ML = KMD, daprès la pro- 
priété fondamentale de la tangente ; 
de plus, MK = TAf. Ces dcni tria u- 
gles sont égaux et l'on a 
MD = ML. 
D'ailleui-s, nous avons vu que, y 
désignant le centre de courbure, 
nous avions 

My = 4MI = 2ML. 
Finalement, nous pouvons doue 
dire que 

Mt = 2MD. 
De cette remarque résulte, pour 
la construction du point y, avec la règle et l'équerre, le tracé 
qui CBt représenté par la figure ci-jointe. Dans cotte figure, 
on suppose que l'on donne la normale MD, le pied M do 
cette normale, et la directrice DD'. On détermino successive- 
ment, et dans l'ordre indiqué, les points 1, 3 et 3. De ce 
dernier, on déduit le contre dccourbure y en abaissant une 
perpendiculaire sur la directrice, jusqu'à sa rencontre avec 
la normale. 




87. Centre de courbure de l'hyperbole équilatôre. 

— La solution que nous avons donnée plus haut pour déter- 
miner le centre de courbure d'une ellipse déterminée par ses 
foyers et les cxlrémités du grand axe s'applique, avec les modi- 
tications convenables, h l'hjjjerbole ; cette courbe étant déter- 
minée par ses foyers et par les extrémités de l'axe transversc. 

Mais nous examinerons, à cause de son importance, le cas 
ob l'hyperbole considérée est équilatère. Nous supposerons 
d'ailleurs qu'elle est déterniinée par ses asymptote A, A' et 
par un point M; c'est en ce point M que nous nous proposons 
do consiruire le rayon de courbure. 

Pour démontrer la propriété qui sort de base à la construc- 
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tion que nous allons indiquer, il parait commode de 
l'hyperbole H 



unicursale et 
de fixer la posi- 
tion du centre 
de courbure, 
c'est-à-dire les 
coordonnées 
d» co point, au 
moyen d'un pa- 
ramètre t qui 
varie, quand M 
se déplace sur 



Prenons pour 
axes de coor- 
données les asymptotes A, 4'; dans ce système, H est repré- 
sentée par l'équation 

xy = m*. 
Soient a/, y' les coordonnées de M ; posons 

i="='. (A) 

m y' ' 

La droite AB qui passe par M, tangeuliellement à H, u 
pour équation 

xi/ -\- yx =1 am' ; 
par suite, la normale M(i>' est représentée par l'égalité 
xx' — i/y' = a/' — y*. 
Les relations (A) permettent d'écrire cette égalité sous 
la forme 

xl' — ty = ml* — m. (1) 

Prenons la dérivée par rapport à t, nous avons 

^l'œ—y = ^mt*. (2) 

Les équations (1) et (2) donnent, pour déterminer les coor- 
données du centre de courbure <i>i les formules 
■T ^ ■ -t- 3f' l^l±Jl. 

m aC m 2l 

G. H L. — GéomBtbib de u IUglb. 6 
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ÀbaisBons du point m des perpeadiculaires wP, laQ sur les 
asymptotes; et observons que nous avons 
0A = 2x', 08 = 0/; 
nous obtenons alors les relations 

21' 2l 

D'autre part, élevons au point M la droite RS perpendicu- 
laire sur OM, nous trouvons 

Afi = 2AP, et BS= aBQ. 

De cette remarque, nous pouvons déduire une détermi- 
nation très simple au raojen de la règle et de l'équorre du 
centre de courbure, en un point U pris sur une byperbole 
équilatère dcat les asymptotes i. A' sont données de posi- 
tion. 

Par le point donné M on Iruce une droite AB partagée par ce 
point et par les asymptotes en deux parités égales; soit Mm la 
perpendiculaire à AB. On éUve ensuite une droite RS perpendi- 
culaire à OM ; les parallèles aux asymptotes menées par les 
milietix des segments AR et 6S se coupent sur Htu, ou centre 
de courbure cherché. 

On observera que la droite Mio pourrait, pour cette déter- 
mination du centre de courbure, n'être pas tracée; mais la 
préseuce de cette droite dans l'épure donne à la construction 
indiquée une vérification précieuse. 

88. Détermination du centre de cotirbure, les 
éléments donnés étant quelconques. — Lorsque la 
conique proposée F est déterminée par des éléments diffé- 
rents de ceux que uous avons admis dans les paragraphes 
précédents, le procédé le plus général que nous puissions 
indiquer, pour la détermination du centre de courbure, 
consiste à déduire des données de la conique 1' les éléments 
mêmes que nous avons supposés connus. 

Un exemple suffira pou'' faire comprendre ce que uous 
entendons par là. 

Je prendrai le cas très simple d'une parabole P. déterminée 
par deuz tangentes AT, AT et par les points de contact M, M'; 
cet exemple me donnera l'occasion de faire connaître, une 
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construction très élégante de la parabole par pointa et par 
tangentes, construction qui a été indiquée par M. d'O- 
cagne (*). 

Soit AB la médiane du triangle MAM' ; traçons le parallé- 
logramme MBCD ; par les pointa C et D menons deux paral- 
lèles quelconques CC 
DD'; puis, par G' et D' 
des droites C'C, DD', 
parallèles à AB. La 
droite CD' est tangente 
à la parabolo F, et si 
nous prenons CI = 
KD', le point de contact 
est précisément le point 
I. 

Cette proposition que 
qous nous boruous à 
énoncer se démontre 
très simplement par le 
calcul ; elle s'établit 
aussi immédiatement 
par des considérations 
géométriques diverses et notamment en montrant que la 
transversale réciproque de CD" par rapport.au triangle MA.M' 
se meut en restant parallèle à une direction fixe. 

Si l'on veut maintenant déterminer le centre de courbure 
de P, au point I, on peut opérer de la manière suivante, 
De l'orthocentre du triangle AC"D", on abaisse une perpeu- 
diculaire A sur AD, La normale eu I rencontre A en un 
point J ; on prend lu = 3JI ; eu est le centre de courbure. 




Fig. et. 



89. Remarque relative au problème de l'Inter- 
section d'une droite et d'uœ conique. — On a sans 
doute observé que nous n'avions, à aucun moment, abordé 
certains problèmes qu'on a quelquefois considérés comme 
appartenant à la géométrie de la règle, mais qui ressorlent 

(•) Matheàa, 1885; t. V, p, 26. 
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vraiment d'une géométrie supérieure ; nous enteudons ici, par 
cette expression, la géométrie du compas. Tels sont les pro- 
blèmes dans lesquels ou se propose de déterminer les points 
communs à uue droite tracée A et à une conique bien déter- 
minée, par certaines conditions données; ou encore ceux 
oïl l'on se propose le tracé, point par point, de coniques 
ayant avec une conique donnée un contact d'un certain ordre 
et vérifiant en outre quelques autres conditions ('), etc. 

Tous ces problèmes exigent qu'une conique donnée soit 
tracée dans l'épure que l'on fait, ou que, à un certain 
moment on fasse usageilu compas; ce sont doue des problèmes 
du second degré, insolubles avec la règle seule. Mais le pro- 
blème retombe au premier degré et ressort alors de la géomé- 
trie de la rùgle, dans le sens rigoureux que nous donnons 
à ce terme dans cet ouvrage, lorsque l'un des points communs 
à la conique et à la droite considérées est connu d'avance. 

Nous donueroDS, eu terminant les problèmes relatifs aux 
coniques, un exemple remarquable de ee dernier genre de 
problèmes. 



90. Problème. — Connaissant le pied d'une normale A à 
la parabole P, trouver 
le second point commun 
à A et à P. 

Soit A' (a/, y') le 
point symétrique de 
A par rapport a Ox; 
ayant fait la construc- 
tion qu'indique la fi- 
ure (construction 
dans laquelle ÂA'B, 
ABC, AGI sont des 
angles droits) on ob- 
tient sur la normale 



(*) Géométrie de la Règle; tbéorémos el problèmea sur les contacta de) 
) 'cUoua coniques, par M. Pliieker, docteur de l'Université de Bonti I Annales 
ie Gwgome, l. XVII; 182â et 18Î7; p, 37), 
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& un poiat I; il est facile de recoDoaltre que I est le 
second point d'intersection àe à avep P, 

En désignant parfc",;/' les coordonnées de G, on a en ofTet 
GH = - v' = AH + A'C = y' + A'B tg « = j,' + 2p tg «, 
ou 

D'autre part on a 

= OH+CI = IC' + (»■ + CH) Ig « = ic' 



-S[. + î 



Les formules (1) et (â) prouvent bien que 
y"* = 2pa3'. 

Ainsi, I est le point cherché ; il s'obtient, en faisant seule- 
ment usage de la règle et de l'éqiierre, par la construction 
qu'indique la figure. Dans cette construction, on ne suppose 
nullement que la parabole soit tracée; cette courbe est déter- 
minée par son axe, la tangente au sommetet un point A. 

Mais, sans vouloir multiplier autrement ces considérations 
diverses, nous quittons avec cet exercice l'étude des sections 
coniques pour nous occuper des applications de la géométrie 
de la règle au tracé, par points et par tangentes, de certaim a 
courbes d'un ordre supérieur. Nous abordons ici un sujet 
plus intéressant et qui ne semble pas avoir encore été 
exploité, du moins avec la suite et la méthode que nous 
allons j mettre. Les chapitres que nous consacrons à 
cette étude compléteront la première partie de cet ouvrage; 
nous développerons ensuite, comme nous l'avons annoncé, 
dans la seconde partie, les applications pratiques de la 
géométrie de la règle et de l'équerre aux questions diverses 
qui intéressent les opérations effectuées sur le terrain et 
quelques problèmes que soulève l'art de la guerre. 
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CHAPITRE IX 

; TRACi DIS CUBIQUES 




La cissoidede Dtoelès et la duplication du cube {*). 

91. Génération normale de la cissoide. — Soieut 
A et i' deux droites parallÈlcB ol AB une perpendiculaire 
commune ; par A menons une Iransversale AD, puis, du 
point fi abaissons une per- 
pendiculaire BC et prenons 
enfin AI = CD (**). Le 
lieu décrit par le point I 
quand AD tourne autour de 
A, est une courbe imaginée 
par Dioclès et qu'on nomme 
la cissoïde. 

En posant 
AI = p, DAfi=ùi, AB=(i, 
on trouve immédiatement 

d sîn' (D 

f'ff- «s ^ ~ C08 u ' 

c'est l'équatiou polaire de la cissoïde. 

En prenant AB pour axe des ce, i pour axe des y, l'équa- 
tion précédente donne 

j a^ 

y —'dZT^' 
c'est, dans le système d'axes adopté, l'équation cartésienne 
de la cissoïde. 

La génération précédente n'exige, comme on le voit, que 
l'usage de la règle et de l'équerre ; car (§ 26) nous savons 

(') Il TB sans dire que le problème de In duplication du cube ne ressort 
ndlement de la géométrie de la règle ; nous n'en parlons ici qu'iDcidemnieiit 
ipvoposde la cissoïde qui doit, à ce problème tameui, sa première renommée. 

1") Il est bien eutendu qu'en écrivant AI = CD, nous voulons eipriiner 
non seulemenl que leis segments AI et CD sont égaux, muis aussi qu'ils onl 
la même direction. 
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porter un segmetit donné CD sur sa direction, eu prenant 
pour origine un point quelconque A. Mais noue allons faire 
connaître d'autres constructions, point par point, de la cis- 
soïde, qui se prèteut mieux que la précédente à l'emploi do 
ces deux instruments. 

92. Générations diverses de la cissolde. -- 1° Pre- 
nons encore les deux parallèles A, A', puis effectuons avec elles 




Fig. st. 
la construction (1, â, 3, fig. 



Fig. SS. 
) (*). On obtient un point I 



qui décrit évidemment une cissoïde. 

On peut présenter cette construction, dans une forme un 
peu différente, en effectuant la construction (1, 2, 3, fig. 65). 

2° Aucune construction ne peut, croyons-nous, dépasser en 
rapidité celles que nous venons d'indiquer et qui n'exigent, 
pour la détermination d'un point de la cissoïde, que trois 
mouvements delà règle ou de l'équcrre; mais en voici une 
qui, bien que plus compliquée, offre un intérêt particulier; elle 
permet, en effet, de construire une cissoïde dont l'asymptote 
A' ne peut être placée dans les limites de l'épure. 

Soient 0, 0', 0" trois points en ligne droite; on fait la con- 



{') Puur abréger, nous convuuons A» dÊsigner ainsi une conHtruclioa eJTbc- 
tuée avec la règle et l'éqXierrc dana l'ordre marqué par les chiffres qui 9onl 
placés sur la Qguro; du plus, pour éviter toute ambiguïté nous indiquerons 
les angks droits par un petit arc de cercle. Enfin, dans lei constructions qui 
oDl pour objet in généraliou de certaines courbes, c'est lu transversale 1 que 
nous supposerons mobile; elle détermine la mobilité des autres droites 
S, 3, etc. 
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etructioQ (1, 2, '4, 4, 5, fig. 66); le point I décrit une cissoïde, 
quand la traDsvorBale 1 est supposée mobile. 
En effet, si nous posons 

OT = p, lO'ic = w, 00' = d, O'O" = d', 
OMO'=0''Ml = a, 
nous avons 

MO' = (d + rf ) sin w, et p = (rf + (f) sia u tg (i. (It 




D'autre part, le triangle OMO' donne 

d _ MO _ (d + d'} coe o> 



sin * sin {« + ui) sin a cos ci> -}- sin <■) cos a 
Si nous éliminons a. entre (1) et (^) nous obtenons 

'^ d' cos w 

c'est bien l'équation de la cissoïde donnée plus haut. Le 
point 0' est le sommet de cette cissoïde et la distance du 
point 0" à l'asymptote de la courbe est %ale à h, 
_ d(d-\- d-) 
<f ■ 
En supposant que d' soit suflisammont petit on voit que cette 
longueur A peut être aussi grande que l'on voudra ot l'on 
pourra construire la cissoïde, dans le voisinage de son som- 
met, sans avoir besoin de connaître l'asymptote de la courbe. 
3» Prenons deux points 0, 0'; la construction (J, 2, 3, 4, 
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fig. 67) donne un point I ; ce point décrit une cissoïdo, quand 
la transversale t tourne au- 
tour du point 0. 

II serait de peu d'intérêt, 
crojoQ8-nou8, de multiplier 
cesconstructionsqui varientà 
l'infini; nous avons choisi les 




î parmi celles qui 
offrent le plus d'intérêt et de 
simplicité, et nous allons 
maintenant nous occuper du 
tracé de la tangente à la 
cissoïde. 



S3. Tracé de la tangente. ~ Considérons deux 

transversales AGD, AGD" et prenons sur ces droites 
AI = CD, AI' = CD' ; les deux 
points I et r, ainsi obtenus, 
sont deux points de la cis- 
soïde. Les deux droites C'G et 
l'I sont deux transversales 
' réciproques, dans le triangle 
ADD'; ou peut donc dire que 
les points M et M' sont sy- 
métriques par rapport afi 
milieu de DU'. Si nous sup- 
posons maintenant que la 
transversale AC'D' vienne se 
confondre avec ACD, la droite 
ir, par définition, a pour 
position limite la tangente, 
au point I, s la cissoïde et, 
d'autre part, CG' devient, à 
la limite, la tangente au cercli 




Fig. es. 



point C. 

De cette remarque résulte une construction de la tangente 
à la cissoïde ; cette construction est indiquée sur la figure 
ci-dessous. Pour obtenir la tangente I|i', on a pris Hjt. ^ D(*. 

Pour simplifier les explications, et aussi pour les rendre 
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plus faciles à saisir, nous aVons tracé, dans ces deux figures, 
le cercle qui admet AB pour diamètre; mais il va sans dire 
que le tracéde ce cercle 
n'est pas nécessaire; 
et cette remarques son 
importance, daos uo 
livre oîi nous nous 
interdisons l'emploi 
du compas. 

La ^sso'ide oblique 
donne lieu à une gé- 
nération analogue et 
le tracé de la tangente 
en un point pris sur 
cette courbe résulte 
immédiatement de 
l'application du théo- 
rème des transversales 
réciproques; mais noua 
durons occasion de re- 
trouver cette courbe 
'^'fl'- *^- quand nous nous oc- 

cuperons des cubiques circulaires. 




LA DUPLICATION DU CUBE 



94. Résumé historique de la question. — Le problème 

de la duplication du cube est celui qui correspond à l'équation 



Dans cette égalité, a est une ligne donnée ; 
une longueur inconnue et que l'on propose de construire. 

Ce problème est insoluble avec la règle et le compas, 
pour des raisons qui sont connues de tous ceux qui sont 
initiés aux premiers principes des vérités mathématiques, et 
toute discussion sur ce point a cessé depuis longtemps. 

Hippocrate de Ghio (*) (vers 450 av. J.-C.) observa que si 
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l'on pouvait déterminer deux lignes x, y telles que 

a, X, y, 2a 
soient quatre termes consécutifs d'une progression géomé- 
trique, le second terme de cette suite serait le côté cherché. 
Eu effet, les égalités 

3;* = ay, y' = 200:, (!) 

donnent bien a;' := 30'. 

Le problème de la duplication du cube devint, après cette 
remarque, le problème de deux moyennes proportionnelles. Mais, 
comme on l'ajustement fait observer (*), la difficulté n'était 
que déguisée ; elle n'avait fait que changer de forme ». 

Pappus (**) a présenté une solution de ce problème ; c'est 
cette solution que nous allons reproduire en lui ajoutant le 
perfectionnement que Diocifes y apporta, en introduisant la 
cissoïde dans la construction qu'avait indiquée Pappus. Nous 
donnerons ensuite d'autres solutions du présent problème... 
96. La solution de Dioclôs. — Construisons d'abord 
un triangle rectangle CAB, 
en prenant 

ÂB = 20, AG = o ; 

puis, du point A comme centre 
avec un rayon égal à 3tr dé- 
crivons le cercle ^ et menons 
enfin par le point une trans- 
versale OQ de telle façon que 
l'on ait o 

IM = MP ; 
nous allons montrer que AM 
est égal au troisième terme y 
delà progression géométrique 
imaginée par Hippocrate. 

Posons AM^ y; nous avons 
SU = 2a-\-y, MR=3a— y, 
et, par suite, 

MP.OM = 




(2) 



('j Aperçu historique, 
VithéTnatiquei, p. 3Ô. 
\"] CoOeotions Mathéntatigue*: lib. 8, prop, XI, 



Ch. Bos3ut, Essai sur t'Hialoire générale d« 
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D'autre part, le triangle OMA et la transversale ICB 
donnent 

M GA BO _ 
Ol'CMBA ~ '' 

' ou 

2MP.a = (OM — MP)(i/ — a). 
Cette égalité peut s'écrire 

MP(fl -H y) = OM(y - a), 

on a donc 

MP.OM.(ffl + y) = OSl*(y - a). (■<) 

Des égalités (3) et (3), on déduit 

(4a' — y'Kd + y) = (4a» + i/'Xs — o) 
ou, tout calcul fait, 

y» = 4ti'. 
D'ailleurs les relations (1) donnent précisément y* ^41:1'; 
y représente donc bien le troisième terme de la progression 
d'Hippocrata. 

Pour mener, comme le proposait Pappus, une transversale 
OQ telle que MP = MI, Dioclès, observant que 01 est alors 
égal à PQ, imagina de construire le lieu du point I, quand 
on suppose que, la transversale OPQ tournant autdur du point 
0, on prenne constamment 01 = PQ, C'est ainsi que la 
cissoïde s'est présentée pour donner la solution de ce pro- 
blfeme de la duplication du cube. 

Mais la cissoïde n'est pas, si l'on veut nous passer le mot, 
la seule duplicatrice ; l'on conçoit bien, en effet, que toutes 
les cubiques peuvent, plus ou moins simplement, jouer le 
même râle et servir à la solution de ce problème. Il s'en faut 
même de beaucoup que la cissoïde soit la courbe qui se prête 
le mieux à cette solution, comme nous espérons le montrer. 

96. Exemple d'une cubiç[ue duplicatzioe. — Consi- 
dérons deux droites recta na;u lai res A, A', un poiot fixe 0, et 
soit effectuée la construction (I, i, 3, pg. 71) dans laquelle les 
angles OAB, CEI sont droits. Cherchons le lieu décrit par le 
point I. 

PoBOna 

OC = d, 01 = p, AOC = ù>. 
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î avona alors 



' COB Cil 



, pluB simplement, 



En coordonnées cartésiennes, cette équation s'écrit 

a!» = d{x* + y*}. 
La courbe T qui correspond à cette équation affecte '. 
forme fcénérale qu'in- 
dique la figure. Elle est 
constituée, abstraction 
faite du point double /■ 

isolé 0, par une seule / 

branche parabolique / 

doublement inûécliie el ^ 

louraaut sa concavité 
vers la droite i. Ou 
peut aussi yérifier que.^ 
l'inflexion delà branche 
a lieu pour to = 3o', ce 
qui permet de déter- 
tDÎnerce pointtrès faci- 
lemenl et celte remar- '''" 

que trouve son utilité dans le tracé de la courbe. 

Nous déterminerons tout â l'heure la tangente en un de 
ses points; montrons d'abord comment elle peut servir de 
duplicatrice. 

l>u point p comme centre, avec un rayon égal à d\/2, dé- 
crivons un arc de cercle qui coupe r au point I'. Nous aurons 

x' = d[di/2)^ 
ou 

X' ^ 2d'. 

Ainsi OB' est le côté du cube qui, en volume, serait le 
double du cube dont le côté est égal à OC. 
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Le tracé de la taDgente à T, en un point pris sur cette 
courbe, se fait très simplement par la remarque suivante. 
Soit I un point de la courbe; désignons par p et <x les 
coordonnées de ce point. L'équa- 
tion connue delà tangente à une 
courbe, dans le système des coor- 
/ données polaires, donne, dans cet 
exemple et après calcul fait, 

- = cos* a jcos«(cos'a4~3siii»«} 



— ain ui sin' a j ■ 

^ Parmi les solutions évidentes de 
cette égalité, on peut distinguer 




= 90°, 



- = — 2C0S' i 



Po désignant la distance à l'origine 
du point oii la tangente cherchée 
rencontre OL 

On a d'ailleurs 

et 0P = -2L. 



PO 
On obtient donc la tangente IQ en prenant OQ ^ 

Sur la figure, nous avons appliqué cette construction géné- 
rale à la tangente inflexiounelle et, à cet effet, nous avons 
pris l'angle a égal à 3o'. 

Nous aurons d'ailleurs occasion de signaler plus loin d'autres 
cubiques qui se prêtent d'une façon commode à la solution du 
problème qui nous occupe et dont le tracé s'effectue avec la 
règle et réquerre;mais voici, pour quitter ce sujet incident, 
deux solutions qui nous paraissent intéressantes et qui 
n'exigent que le tracé des courbes simples; le cercle, l'hy- 
perbole équilatère on la parabole. 
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97. Solution du problème de la duplication du 
cube par un arc de cercle et un arc d'byperbole 
écpiilatàre. — Prenons ud aogle droit yox et uq point M; 
de M, abaissons les perpendiculaires MP et MQ, puis joi- 
gnons PQ. Cette droite ren- 
contre la perpendiculaire 
élevée à OM, au point M, en 
un certain point M'. 

Soient x, y les coordonnées 
deM; x', t/' celles deM'jnous 
avons d'abord 



^+? 



«) 



d'autre part, l'équation de MM' 

prouve que 

»{»' - y) + ^{^' -ic)= o. (2) 
Les relations (') et (2) don- 
nent par combinaison 

y' _ 




y' 



Le problème général, celui qui se propose de construire un 
cube qui soit à un cube donné dans un rapport donné, trouve dans 
cette relation une des solutions les plus simples, si nous ne 
nous trompons, qu'il comporte. 

Toute la question revient évidemment à celle^îi : étant 
donné le point M', trouver le point correspondant M. Or le 
point M appartient- 1° au cercle y décrit sur OM' comme 
diamètre (éq. 2j, 2° à une hyperbole équilatère H ayant pour 
asymptotes les droites M'R, M'S menées par M', parallèle- 
ment aux axes, et passant par l'origine (éq. i). 

98. Duplication du cube au moyen de deux arcs 
de paraboles. — Nous donnerons encore, pour terminer cette 
digression, une solution du problème de la duplication du 
cube au moyen de deux arcs de parabole. 

Prenons un rectangle OAMB, projetons le sommet M sur 
AB en M'. Nous avons 
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MA 
H'B 

et par suite 



^^=— . ffr=AM.AR, M^ = BS.BM. 

--' MB» 



M'Q _ /Mà\ • 

MT ~ wb; " 

Comme nous l'avons observé au paragraphe précédent, le 

problème revient, d'après cela, à déterminer le point M, 

connaissant M'. Or, lorsqu'on fait tourner autour de M' les 

jr' deux droites rectangulaires ÂB et 

; M'M, les relationsj 

iI'S» = MS.BS, ïrR' = MB.AR. 
- prouvent que l'on peut considérer M 
urne appartenant aux deux para- 
boles P.P'lesquelleB se construisent 
point par point au moyen de la 
règle et de l'équerre, comme l'in- 
. diquc la figure, la construction 
relative au point M pouvant se 
reproduire pour tous les autres 
points de P et de P', 
On voit que cette construction réalise, avec la généralisa- 
tion convenable, l'idée arithmétique qui avait conduit Hip- 
pocrate au problème des deux moyennes proportionnelles. 




Pig. 7i. 



CHAPITRE X 

L* STROPHOÏDX, LA TMSECTalGS DE HAG-LAUftlH KT LE» CDBIQDKS 
CIAGDLAIRES UMCDRSALES 

99. — J'arrive maintenant au tracé de la strophoïde et je 
dois rappeler d'abord la déSnitton de celte courbe. On sait 
qu'étant données deux droites, A, A' se coupant au point B, et 
sur celle-ci un point fixe A; si l'on mène par A une trans- 
versale rencontrant A en C sur laquelle on prenne, à chaque 
instant, 

CI = l'C = GB, 
le lieu du point I, ou du point I', est une courbe du troisième 
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degré, présentant au point C un nœud droit ; cette coUrhe esL 

la strop/ufide. 

Lorsque las droites A, A' Bont rectangulaires, la cubique 

est symétrique par rapport à A'; eUe prend le nom de stro- 

phoïde droite ; dans l'hypothëse contraire, on a une atro- 

phoïde oblique. 

Mais cotte génération, point par point, exige l'emploi du 
compas et nous voulons indiquer comment on peut con- 
struire la strophoïde avec la règle et l'équerre. Seulement, 
pour éviter certaines longueurs et des répétitions sans intcrèt, 
nous aborderons immédiatement le tracé des cubiques cir- 
culaires unicursales, en indiquant les conditions spéciales 
que doit réaliser la figure pour que la coustruction signalée 
conduise au cas de la strophoïde ou à celui de la trisectrice de 
Mac-Lauriu, courbes remarquables que nous avons plus par- 
ticulièrement en vue dans ce chapitre. 

100. — Le prob'èmeen question comporte naturellement uno 
infinité de solutions; nous nous bornerons à exposer celles 
qui, parmi tous les tracés que noDS avons imaginés, nous ont 
paru résoudre le problème qui nous occupe, d'une façon simple. 
Imaginons une droite A et trois points eu ligne droite 
0, O', 0'; (y étant situé 
sur A ; puis effectuons la 
construction indiquée (i, 
2, 3). Nous obtenons ainsi 
uu point 1 ; cherchons le 
lieu décrit par ce point. 
Ayant posé : 

0-1=: p, 
lO'a: = iù, 
00' = d, 
O'O' = d' ; 




nous avons 



Fig. 7î. 



O'il = (Z - 



. (9 - u) 
D'autre part 

p = O'H — O'K = O'M cos (9 — w) — (f cos <.>, 

G. DB L. — GÉOVËTRie DB LA RtoLE. 
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par suito 



, = d 



sin «D C08 (0 - 



u>) 



tf COS (1 



sin (0 — «) 

En coDvertiBsant cette équutiou on coordonnées carté- 
siennes, ou a pour le lieu du point I 
[x BiQ — y C08 6){x' + y') =: sin O (rfy* — (f**) (A.) 

+ (d + d')aîtf C08 6. 

A cette équation correspond une cubique passant par les 
ombilics du plan et présentant en 0' un point double ; en 
d'autres termes, ce lieu est une cubique circulaire uni- 
cursale. 

Si le point 0' se trouve placé au milieu de 00', c'est-à- 
dire si l'on suppose d ^ (f, les tangentes au point double, 
d'aprës l'équation (Â), sont rectangulaires et le lieu décrit 
par 1 est une strophoïde. 

11 est d'ailleurs bien facile de le vérifier. En effet, joignons 
CI et menons O'A parallèle à A ; puis observons que la 
perpendiculaire abaissée de 0' sur Hf, tombant au milieu 
de ce segment. 




strophoii.le ; la stroplioïde est droite lorsque à est perpendi- 
culaire sur OO'O'. 

101 . — On peut obtenir l'équation des cubiques circulaires 
unicursales sous une forme plus simple do la manière sui- 
vante. 
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Prenous uu rectangle OâBC, puis etO* ctaut deux points 
fixes, effectuons le tiacé 
I, 2, 3, lequel, au fond 
est identique an précédent. 

Eu projetant sur la di- 
rection 01 los contours 
brisés OCO', OIMO", on a 
immédiatement 

p 4- -: = O C09 W 

' ' sin (D 
+ A sin eu, 
ou, en coordonnées car- 
tésiennes, '^' 

V(a:' + i/') = (6 — h)a^ + 6y» -j- ff«y. 

Si nous supposons que nous ayons 

h=.h — b, ou A = 30, 
les tangentes au nœud sont rectangulaires et le lieu décrit 
par le point I est une strophoïde. 

Cherchons à vérifier directement co fsît. Supposous donc 
qae 1*3 point 0" {^g. 18) soit tellement piacé que CB = BG ; 
alors ïa droite 00" coupe AB au point K en deux parties 
égales. D'ailleurs les triangles OAH, O'BM étant égaux, nous 
avons AH = ÏIB et, par suite, HK = KM. 

La droite IK joint donc le sommet d'un triangle rectangle 







, 


,f 


0- 




H / 
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I. 

7g. 





au milieu de l'hypothénuse ; par conséquent, le triangle IKK 
est isocèle. Mais alors ILO, lui aussi, est îsocële et l'on peut 
considérer le point I comme décrivant une strophoïde dans 
les conditions suivantes : les points K et sont fixes, et, 
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sur la transversale mobile IKL, rencontrant eu L la droite 
fixe OC, on prend, à chaque instant, LI = LO. 

Nous allons indiquer maintenant une construction qui est 
une application très particulière de la transformation con- 
choïdale des courbes que nous avons développée ailleurs (*); 
cette construction nous conduira, et c'est le principal intérêt 
qu'elle présente, \ la détermination, tangente par tangente, 
dos cubiques circulaires unicursales. I! convient d'observer 
comme on va le vérifier d'ailleurs, qu'elle n'exige, comme tous 
les tracés que nous exposons dans cet 
ouvrage, que l'emploi de la règle et de 
l'équerre; mais elle est siugulièremeot 
simplifiée si l'on s'accorde l'usage du 
compas à pointes sèches, instrument 
qui permet de déplacer, dans une épure, 
la position d'une longueur donnée, sans 
pourtant faire usage des arcs de cercles. 

lOS.Tracënormal des cubiques 
circulaires unicursales. — Les 

cubiques que nous étudions ici peuvent 
être considérés comme des conchoïdales, courbes transformées 
de la droite et du cercle d'après la définition suivante. 

Soient une droi- 
te i, un cercle F et 
un point sur V; 
par menons une 
transversale OAB et 
prenons OI=-AB ; il 
est facile de vérifier 
que le lieu décrit 
par le point I est 
une cubique circu- 
laire uoicursale. 
On obtient la stro. 
phoïdeenprcnant pour A une droite passant par le centre de F. 





(•) Nouvelle Correiponilanfe Uaihématiqiie, t. V, 18T3, p. lij. 
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Mais Toici comment, le tracé du cercle F n'étaut pan 
accordé, ou peut réaliser la construction précédente. 

Imaginons une droite A et deux points quelconques 0, 0' ; 
par O' meDODB une droite mobile O'M et du point abaissons 
une perpendiculaire OM; eufiu. prenons 01 ^ AB, Le lieu 
du point I est une cubique circulaire unicursale. 

Nous avons en effet ^ OM = d cos u, 

OA = (I+IIÉ^. 
sin (6 — u) 
Finalement, l'équation polaire du lieu décrit par I est 
_ (rf + d ) sin 9 
P — 9in (fl — ù>} 
ou, eu coordonnées cartésiennes, 

(x' + y*) (x sin 9 — y cos 9) =x* d' sin 8 -|- y' (d -f- tf) sin 8 
+ d xy cos 8. 
Cette égalité roprésenle .^. 

unestrophoïdequandona 

d -|- a d' = o, 
c'est-à-dire lorsque A pas- 
se par le milieu de 00'. 

103. Tracé de la 
tangente. — Comme 
nous l'avons anuoncé ^W* *'■ 

lout à l'heure, cette construction, point par point, des cubiques 
circulaires unicursales permet de les déterminer, tangente 
par tangente, comme 
nous allons l'indiquer. 

Considérons deux 
positions infiniment ' 
voisines de la figure 
constituant la con- 
struction que nous 
venons d'indiquer. 
Dans le triangle oaa' 
(fig. 81), nous pouvons ' '"' "*" 

considérer «' et mm' comme deux transTersales réciproques ; 
de telle aorte que les points i et C sont isotomiqucs sur aa'. 
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£n passant à )a limite, on est conduit, par ces coosidéra- 
tioQS, au tracé indiqué (fig, 82). 

Dans cotte construction : oo'ntf est un rectangle, mO est 
perpendiculaire sur ml et on a pris aO' ^ Oa. La droite Q'i 
est la tangente cherchée. 

104- — Outrelacissoïdect la atrophoïde, on peut cifar, par- 
mi les courbes célèbres qui 8e rattachent au groupe des cubi- 
ques circulaires unicursales, la trisectrice de Mac-Laurin (*). 

Eu général, on donne le nom de trisectrice à une courbe qui 
permet de résoudre le problème de la trisection d'un angle 
donné; il y a, naturellement, une infinité de trisectrices ; et 
ces courbes, lorsqu'elles sont combinées, pour la solution en 
question, avec une droite, sont au moins du troisième degré; 
celte dont nous allons dire quelques mots est une des plus 
simples que l'on puisse concevoir, elle correspond à la défi- 
nition suivante: la trisectrice de Mac-Laurin est une cubique 
ârcuîaire droite possédant un ficeud et les tangentes en ce point 
sont inclinées respectivement, sur l'axe de la courbe, d'angles 
égaux àôlfet à42(f. 

Nous voulons simplement indiquer ici le tracé par points 

CI D'après un renaeignfflnont que je dois h l'oliUgeance de M. Schoole, 
professeur ti l'université de Uroningue, cetto courbe se trouve dans le 
TraiU <Us /luxtonf, de Mac-Laurin (1749, pi. X, fi);. 134, p. 198). Elle a fait 
récemment l'objet de diverses recherches parmi lesquelles nous citerons: 

1* Un mâmoire de M. Scboute {Àrthiva NéerUuidaitet, t.' XX, 1685|, 
ayant pour litre ; Sii& la coastbcction des coubbes unicursales pa& points 
ET PAR TtNGENTBS. Dans cc mémoire se trouve exposé, entre antres 
cboses, un tiacé de k trisectrice par points et tangentes, d'après une 
construction due à M. Gode^vj. 

2- Une note de M. d'Almeida Lima dans le Jomat de tcietieiat mathe- 
rnuticiif e AstroHomicoâ, fubiié par le D' Gomes Teixelra, Coimbra, 1685, 
p. 13), et intitulÊe Sobre una rurtu do terceiro grao. 

3* Deui articles de M. Habich, directeur de l'école spéciale des con- 
structions civiles et des mines de Lima, publiés dans la Gaeeta Cientifica, 
année 1H85, n-- 9 et 13, p. 348, etc., avant pour titre : Division ni on 

ANGDLO BN PARTIES IGDALES. 

4* Une note publiée par nous (Journal de MaOtématiquet tpieialei 1BS5, 
p. 1-6|. 

b' Vojez aussi notre Supplément au Cours de Mathématiques tp«ciales, p. 1 13, 
et VAnnuitire de l'Association françaùe, congrès de Grenoble, 18B5, p. 131. 

D'après une note placée au début du premier article de U. Ualricli, 
qiie je viens de citer, la trisectrice a fidt l'objet d'un travail du profes- 
seur U. Peraun, de Hiùnuco; mais oet opuscule ne nous est pas connu. 
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et par tangentes de la trisectrice on ne faisant usage que de 
la règle et de l'éqaerre; il nous sufBra de particulariser le 
tracé ^néral que nous avons fait connaître plus haut, de 
telle façon que les 
tangentes au nœud 
soient inclinées sur 
l'axe d'angles qui 
conviennent à la tri- 
sectrice en question. 

A cet effet, pre- 
nons trois points en 
ligne droite 0, 0', 0" 
et supposons que 00' 
= 30'0', puis faisons 
la construction (1,3, 
3, fig. S3.) 

Ayant posé O'O" 
= o, on obtient pour 
représenter le lieu décrit par le point I, l'équation : 

p = aaeosiù, 

' C08 la 
OH, en coordonnées cartésiennes, 

x{x* + y') = a(y^ — 3a!'). 
Cette équation représente bien la trisectrico deMac-Laurin ; 
sa discussion n'offre aucune difficulté et elle établit que la 
courbe correspondante a la 
forme qu'indique la figure. 

Tracé de la tangente. — Il 
nous reste à trouver le tracé 
de la tangente en un point 
pris sar la courbe. 

Soit I un point de la trisec- 
trice, point qui correspond au 
point M de la droite i, comme 
nous venons de l'expliquer. 
Projetons sur O'M en P, 
et menons IJ parallèle à 00"; 



\.' 



Fig. St. 
3 pouvons observer que l 



tv 
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lieu du point J est une triBectrice égale et parallèle à celle 
qui est décrite par le poiut I et que, d'autre part, le lieu de 
P est le cercle décrit sur 00' comme diamëtre. Enâo, les 
deux points P, J Boot isotomiques sur O"])!. 

D'après ces diverses remarques, si l'on coasidère deux 
positions infiaimeut voisines de la figure mobile, le principe 
des transversales réciproques prouve que les tangentes aux 
lieux décrits par J et P coupent A en deux points H, K 
symétriques par rapport à M". 

Concluons donc que, après avoir pris en G le milieu de 
00', on doit élever au point P une perpendiculaire PU à 
CP et prendre MK = HM; la droite KJ ainsi obtenue est 
parallèle è la tangente cherchée. 



CHAPITRE XI 

LES CUBIQUES UMCURSALES NON ClRCDLAinES 

Le Folium de Descartea. — La Serpentine. — Le Trident de Newton. 
— La Cubique d'Agnesi. — Les Cubictues paraboliques et hjperbo- 
liques. — Les Cubiques simples. — Cubiques diverses. 

Toutes les cubiques qui possèdent un point double pouvant 
s'engendrer, point par point, de telle sorte qu'une transversale 
jssue du point double ne rencontre la courbe qu'en un seul 
point, leur construction ressort évidemment de la géométrie 
que nous développons ici; et, après nous être occupé, comrne 
on l'a vu dans le chapitre précédent, des cubiques circulaires 
unicursales, n' us allons maintenant considérer quelques 
autres cubiques unicursales, mais non circulaires. 

lOB. Le Folium de Descartes {*). —Soient A, A' deux 
droites parallèles, OB une perpendiculaire commune ; menons 
une transversale mobile OÀ et, du point B, abaissons BC per- 
pendiculaire sur OA. Prenons ensuite CA' = AC et soit I le 
conjugué harmonique de A par rapport au segment OA'. 

[*) Sur celte courl>e on pourra consulter une intéressante notice 
bibliographique de Terquem, publiée dans les Nouvellts AmtaUs, ItUf. 
p. 301. 
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Nous allons reconnaître que le lieu décrit par I est uo foîiurii 

de Descartea. 



OA' 



~oi + oa' 




OA' + OA = 2OC. 
PoBone 
01 = p, lOB = ù>, 

OB = rf; 
les égalités précé- 
dentes donnent alors 
OA' = 2d CO8 10 



Par suite, tout cal- Fig.si. 

cul fait, l'équalion du lieu cherché est 

I d 3C0S <o 2C08' Ul 



ou, eu coordonnées cartésiennes, 

x{x* + 3î/») + d(y* — X') =: o. 
Il est facile de reconnaître, en prenant pour nouveaux axes 
les bissectrices OX, OT des axes Qx, Oy, que la courbe qui 
correspond à cette équation est le folium de Descartes, 

106. La tangente au Folium. — Si sous considérons 
deux positions infiniment voisines de la transversale OA, 
les quatre points 0, I, A', A formant une division harmo- 
nique et ie point étant commun aux deux transversales 
considérées, nous voyons ainsi que les tangentes aux lieux 
décrits par les points I, A' et A concourent au même point. 

Le point A' décrit une strophoïde et la construction de la 
tangente au folium, au moyen de la rfegle et de l'équerre, se 
trouve ainsi ramenée à un tracé précédemment indiqué. 

107. La tranalormation de Itao-Laurin. — Arant 
de considérer, comme nous en avons l'intention, le tri- 
dent de Newton, la serpentine et la courbe d'Agnesi, nous 
devons dire quelques mots de la transformation de Mac-Lau- 
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fin (*), parce que doub déduirons de cell&-ci la construction 
de ces courbes par points et par tangenteH. 

XI Imaginons une 

courbe quelconque D 
et deux points fixes 
Â et B ; soit M un 
point de U. Joignons 
MA, puis menons BI 
parallèlement à AM; 
enfin traçons MI pa- 
rallèle à une droite 
fixe Ax. Nous obte- 
nons ainsi un point!, 
Fig. se. et le lion décrit par 

ce point est une courbe V, transformée de la courbe U. 

Nous allons montrer 
que l'on peut trfea 
simplement obtenir la 
tangente à la courbe 
V au point I. 

Considérons deux 
positions voisines du 
tracé précédent et pro- 
longeons les droitesBI, 
BI' jusqu'à ce qu'elles 
rencontrent As auj 
points C et C, puis 
prenons 
BD- = l'C = M'A. 
Les deux triangles MAM', BDIT sont égaux ; d'autre part 
DD' et II' sont deux transversales réciproques du triangle BCC 
et l'on est ainsi conduit à la remarque suivante : 
Soit MT la tangente à la courbe U au point M ; ayant pris 

1') Celte transformation a été récemmeot développée par M. Schoote 
(Uns un mémoire publié en 1885 au tome XX des archives Séerlandaisa 
et intilnlé: Sur la conslrjtclion da courbe» vaicurmitt par poinls et jmt lan- 
gmla. Nous deïons ajouter que la iransCormalion que nous utilisons 
ici n'est qu'wn cas très particulier de celle qui a été étudiée par 
H. Scboute, dans le travail cité. 




Fig, ai. 
BD = IC=MA, 
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BD =: MA on mène DO parallèle ù MT jusqu'è sa rencontru 
en e avez Aï; soit 8' le syiuctrique de par rapport & C, 
e'I est la tangente demanilée. 

Voici une autre transformation des courbes, transformation 
dontnous avons déjà parlé (*) et qui constitue encore un cas 
particulier intéressant de celle de Ifac-Laurin. 

Prenons deux axes rectangulaires Ox,Oi/ et, sur 0^, un point 
flxo A; soit U la 
courbe que nous vo 
lOQs transformer, 
cet effet, prenons sur 
U un point M ; menons 
MI parallèle à Oy et, 
par le point de ren- 
contre B de AM avec 
Oy, une parallèle BI 
à Ox ; le point I ( 
respond ainsi au point 
M et en appelant : x, 
y les coordonnées de 
M ; X, Y celles de I, les formules de transformation sont 
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Fig. Ht. 



C = X, 



„x + » 



(I) 



Nous allons démontrer que la tangente en M & la courbe U, 
la droite BG et la tangente en I au lieu décrit par ce point, 
sont trois droites concourantes (**)■ 

Appelons E, i] les coordonnées courantes; les équations de 
MT et de IT sont 



= K«-"^)' 



<T, 



Y = g(!-X). (S) 



(') JotintaJ (fe JfalAéoMlifuet tpèctalei, 1665, p. 1V9. 

t") Cette romarqDoble constniction nous « élë iodiiiuëe par U. Gode- 
troy.architecleàAmBterdam, et elle peut être considérée comme Ucon- 
séqnence immédiite de celle que M. d'Ocagne a donnée [toc. cit., p. 36â) ; 
ellerésultc aussi, ai l'on veut, de cousiddrations qui s'appliquent & toutes 
lea courbes déduites, d'une courbe donnée, par U tranefonnation de 
Uac-Liaurin. Mais, pour ae pas outrer dans ces considérations géaé~ 
raies, nona donnons ici une dâoionstration directe du cas particulier 
dont nous avons besoin. 
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Les formules (i) donnent 

dx = dX, a(dy — dY) = xdY + Ydx (3) 
Des formules (2) et (3), on déduit par combinaison 
Vr + ÎY = 2xT + alY — y) 
ou, en tenant compte do la seconde formule (1), 

Cette dernière égalité prouve que les deux tangentes con- 
sidérées se coupent 8ur la droite BG. 

Les principes que nous venons d'établir vont s'appliquer 
maiutenaut, comme on va le voir, h trois des cubiques 
emarquables que nous avons en vue. 

108. La Serpentine. — Imaginons deux points fixes | 
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0, 0' et une droite i parallèle à 00'; si nuua effectuons la 
construction ( i , 2, 3, 4 ; ^g- 89) le lieu décrit par le point I ' 
est une cubique à laquelle Newton, pour rappeler sa forme, 
donnait le nom de Serpenline. 
En appelant x, y, les coordonnées du point I et en posant 
OH = d, 00' = (f, BOO' = a, 
on a 

x = d coig a, y^d' sin « cos «. 
. , Cette dernière relation peut s'écrire 

î((ein' a + cos* et) =: d' sin a cos et; 
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l'équation du lieu est doue 

y{x* -f- d*) = dd'x. 
La figure ci-dessus rappelle la forme du la courbe; la 
tangente au point I a été tracée en appliquant l'élégante 
construction de M, Godefroy. 

109. Le trident de Ne-wton. — Cette courbe est une 
cubique possédant un point double h l'inGnî et, parmi les 
cubiques de cette espèce, celle-ci est caractérisée par ce fait 
que son équation, lorsqu'on choisit convenablement les axes 
Je coordonnées, est 

U 



U et V désignant des fonctions entières de x; la premibic, 
du troisième degré; l'autre, du pre- 
mier degré. Il y a, naturellement, 
au point de vue de la sinuosité, plu- 
sieurs formes de trident, suivant le 
nombre des tangentes réelles que l'on 
peut meuer à la courbe parallèlement 
à l'axe Ox; mais nous n'avons h nous 
préoccuper ici que de la construction 
du trident par pointa et par tangentes. 

Voici, parmi beaucoup d'autres, une 
génération quenous voulons indiquera 
cause de sa grande simplicité, mais elle 
ne conduit qu'à un trident particulier. 

Autour d'un point fixe M ou fait tourner une transversale 
qui rencontre les axes de coordonnées Ox, Oy aux points A, B ; 
la construction ( i , 2, 3 ; /ig. 90) conduit à un certain point I. 

En désignant par a, ^ les coordonnées du point M, ofi 
trouve que le lieu décrit par I est une courbe représentée par 
|(x-.)- + p<)^ 




Fig. 90. 



y = - 



«) 



c'est l'équation d'untridecl, dans un cas particulier. 

Mais voici une génération qui donne le trident, en prenant 
le mot dans le sens général que nous avons indiqué tout à 
l'heure. 
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OonsidéroQB une parabole P rapportée à son axo Oy et à sa 
tangente principale Ox; soient A un point pris sur l'axe, 
B un point fixe 
' donné Bur la 
corde princi- 
' pale du point 
A ; efTectuons 
la construction 
(1,2, 3;Aff.W) 
etchorchoQS 
le lieu du 
point I. 
Soient ce', y' 
"S- "'■ lea coordon- 

nées du point M; on posant 

OK—h, AB = a^ 

l'éqnalion de BI est 

y~b = ^^-~i^ - a). 

Comme on a x^x', * 

ai X* = 2p\j', 

l'élimination de af et do i;' entre ces Irois équations douuo, 
pour l'équation du lieu décrit par le point I, 
X* — ax* -\- nabp 




2pX 



w 



Maid il importe de montrer que tout trident peut être 
engendré par ce procédé. 
Considérons, à cet effet, l'équatiou générale des tridents 
_ Ax* 4- Bx ' + Cac + D 



mic-[-)t 
Si nous transportons 1 
u moyen des formules 

l'équation précédente devient 

AX' + B'X'+CX+D' 
mX 



(A et ra ?i o) • 
8 axes parallèlement à cuv-mèmcs 

"- = X, 



Y — X= - 
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ot si Q0U9 disposons de X par l'égaiité 
C + Im = o, 
nous avons finalement, dans ce systëme d'axes, l'équatioB du 
trideat sous la forme 

^^AX. + B-X. + D', 

mX * ' 

Kous pourrons donc identifier les équations (1) et (2) et il 
est ainsi démontré que la génération par points, que nous 
venons de donner, convient à tous les tridents. 

Gomme nous savons construire une parabole, par points 
et par tangentes, au moyen de la règle et de l'équcrre, nous 
pouvons donc aussi, par application de la règle donnée dans 
un paragraphe précédent, construire le trident par points et 
par tangentes. 

110. La courbe d'Agnesi. — Cette courbe, comme les 
précédentes, nous a déjà occupé (•) (loc. cit.); nous ne la 
signalons ici que 
pour compléter cette 
série de cubiques 
remarquables et pour 
faire observer qu'on 
peut la construire, 
par points et par 
tangentes, sans au- 
tre instrument que 
la règle etl'équerre. 

Soient 0, 0'. 0" 
trois points en ligne 
droite et tels que 
O'O = 00". Si nous 
effectuons la construction {i, 2, 3, 4; 
poiut I est une courbe d'Agnesi. 

En élevanf an point M une perpendiculaire MT à OM jusqu'à 
sa rencontre en T avec BC, la droite TI, d'après la remarque 
de M. Godefroy, établie plus haut, est la tangent e chorebée. 

(•) On trouvera (Journal ds Mathémaliqaes ipécialet. 1885, p. 15* cl 200 
quelques dëyeloppementa et cerUina rtétails bibUographiques sur ces 
ùalB courbes. 



) lieu du 



D,a,l,z.dDvG00gIe 



tl2 IbSAI SUR LA ClOHlTRll - 

111. Les cubiques unicursales générales. ~ Voici, 
pour faire ua dernier emprunt à l'iatéressant mémoire de 
11. Scboute, une description par points et par tangentes qui 
permet de tracer les cubiqges unicursales droites. 

Prenons quatre points on ligne droite A, B, G, D, puis 
ofTectuons la construction ( i , 2, 
'V ^t 3. 4: fis- 93) dans laquelle, 

bien enleudu, les droites MB et 
MlXaont rectangulaires. Si nous 
posons : 

-. ■;;>^ -, — . AB = a, AC = *. BD = c; 

N*""^*^ I 01 =p, ICD = o), MBD=«. 

*Y Nous avons 

a tg a = 6 (g <j, 
l'ig. 33. et 

c cos' X = p C08 <D -f- 6 — a- 
L'élimination de x entre ces deux équations donne 
1. I a'c . 

^ ' o• + 6»tg»u. 

ou, en coordonnées cartésiennes, 

x{a*ai' + 6*1/') = (o + c — 6)a*a:* + (a — b)b*y*. 
Cest l'équation générale des cubiques unicursales droites, 
quand on prend : 1" pour origine, le point double, if pour 
axe des x, l'axe de symétrie. 

Eu faisant varier la disposition des points A, B, 0, D on 
peut ainsi décrire un grand nombre de cubiques remar* 
quables. 

La tangente au lieu décrit par le point I se détermine très 
simplement en observant, avec M. Godefroj, que les tan- 
gentes en M et I, aux lieux décrits par ces points, se coupent 
sur la droite NH. Cette propriété peut s'établir par des 
considérations géométriques analogues à celles qui sont déve- 
loppées dans le mémoire de M. Scboute, ou directement, 
en suivant la méthode que nous avons indiquée plus haut, 
dans un cas semblable, 

112. Les cubiques simples. — Nous désignerons 
aiusi celles qui, dans un système convenable de coordonnées 
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cartésieDnes l'ectangulaires, peuvent Mre représentées par 
une équation aussi simple que possible, c'est-à-dire par uno 
équation binôme. 

Il n'existe que trois cubiques simples correspondant aux 
équations : 

X' - hy' = o, (A) 

œ' — A'y := o, (B) 

xy' — fi' = o. (C) 

La première est constituée par deux bras paraboliques et 
elle présente à l'origine un point de rebroussement; la deu- 
xième est formée de deux bras paraboliques présentant une 
.inflexion à l'origine, point qui est centre de la courbe. Ce 
sont les deux cubiques simples paraboliques. 

Quant à la troisième elle affecte la forme de deux branches 
hyperboliques asymptotes aux axes de coordonnées; elle 
admet un point de rebroussement à l'infini dans la direc- 
tion Ox; c'est la cubique simple 
hyperbolique. 

113. Cubique simple 
parabolique à point de 
rebroussement. — Prenons 
un angle droit yox, une droite 
i parallèle à oy, puis efTec- 
tuons la construction {], 3, 3, 

4; fig- 94). 

En posant OC = fi, BOx = a, on a 
X = h cotg' a, 
— y = k cotg' a. 
L'équation du lieu décrit par le point I est donc 

X- = hy- (*). (A) 

Tracé de la tangente. — Prenons un point M (œ, y) sur 
la courbe (A) ; l'équation de la tangente en ce point est 
3Xa:' — 2%T — ky* = o, 

(*) Cette parabole cubique a été quelquefois désignée par l'épitbéte 
de parabole Nri/ienne, du nom du géomëtre Guillaume Neil qui la signala 
comme une courbe rectifiable parce que son équation vériflall les rela- 
tons différentielles indiquées par Wallis pour ces sortes de courbes 

(KwveUes Anaaht, \Wi, p. 4ï3]. 

G. DB L. — GtoH&TKIE DE LA RâGLE. 8 
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L immédiatement 
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D'une taçon générale, on peut observer que si l'équation 
d'une courbe est 

//t a^ = Ayî, 

celle de la tangente au point 
(x, y) est 

"1-11=" -1- m 

L'équatiou (a) étant vérifiée 
par X = o, Y — ^ — , on voit 

que la tangente à (Â) s'obtient 

PO 
en prenant OQ ^ — et en joi- 
gnant le point Q au point M considéré sur la courbe. 

114. Cubique simple parabolique à centre. — 

Imaginons une hyperbole 
équilatère H, rapportée à 
ses asymptotes; prenons 
sur H uu point J, joignons 
OJ, élevons 01 perpendi- 
culaire à OJ et menons 
enfin par J une parallèle 
à Ox. Nous obtenons ainsi 
un point J (X, Y) qui cor- 
respond au point J(x, y), 
et les coordonnées de ces 
points vérilîentles relations 
x = X, jY + X» = 0. 
D'après cela, à l'hyper- 
bole H représentée par 
Fia. se. „. ,. 

" 1 équation 

xs-\-h' = o, 
cette transformation fait correspondre une courbe U dont 
l'équation est 
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X» = A' Y. 

On décrira donc l'hyperbole équilatère, point par point, 
par l'un des procédés connus et qui n'exigent que l'emploi 
de la règle et de l'équerre, puis on complétera la construction 
en passant du poiat J au point I, comme on vient de l'in- 
diquer. 

En appliquant la formule (T), dans laquelle on Tait 
p=3, q=i, 
ou a 



En prenant OQ ^^ 2PO, QI est la tangente en I. 

115. Cubique simple hyperbolique. — Prenons un 



<>•., 
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angle droit yQx et une droite 4 parallèle à Oy, puis effectuons 
la construction (1,2,3,4, ^ i A^- ^) î^i conduit à un certain 
point I. En posant OA = h, le lieu de I est représenté par 
l'équation 

a;jf» = A'. 
L'équation (T) appliquée à cet exemple, dans lequel on a 
p=i, 9 = — 2, 

donne 

X , Y , 
X y 

D'après cela, I étant le point donné sur la courbe (fig. 98), 
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si l'on projette ce point ea sur OU et si l'on prend 
CB =: 3OC, SI est la taDgeute à la courbe. 

116. BEVARQue. — Les cubiques simples que nous venous 
(le considérer se prèteut remarquablement bien à la solution 
du problème que nous avons examine plus haut et qui est 
relatif à la duplication du cube. 

Si dans les équations : 

œ» = Ai/', X' = h'ij. xf = h", 

on luit, respect! vemciil, 

ou li-ouve, en effet, 

ar* = 2k', x" ^ zh', if ^ 3/1'. 

€UDlQUEâ DIVERSES 

Le Irucc des cubiques unicursales(') par la règle et l'c [ucrrc 
se prête naturellement à toutes ces cubiques, et celles que 
nous avuus examinées jusqu'ici ne constituent qu'une faible 
partie des courbes de cette famille. Ne pouvant les considérer 
toutes, nous nous sommes attucbé aux plus célèbres et ans 
plus simples et nous nous sommes borné à indiquer l'un 
des procédés généraux qui permettent de les obtenir toutes. 
Mais eu quittant le tracé des cubiques 
nous voulons indiquer encore deux 
constructions qui conduisent à des 
cubiques que l'on rencontre assez fré- 
quemment. 
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117. La cubique mixte. — Pre- 
nons un angle droit yox et une droite 
^ parallèle à Oj; ayant effectué le 
Fig. 9'J. tracé (I, 2,3; (ig. 99) et posé 

OA = fi, 01 = p. lOa: = <o, 
1 trouve, pour l'équation du lieu décrit par I, 
h=: ù sin» 10 cos w, 
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OU, eu coordonnées cartésiennes, 

1/V = A(cc' 4- y*). 

Cette cubique est une transformée conehoïdalc do la para- 
bole dans les conditions sui- 
vantes. 

Considérons une parabole 
P représentée par l'équation 
y' — Aa: = o; par le sommet 
menons une transversale mo- 
bile qui rencontre la droite 
fixe A (x — A = o) en K; et 
la parabole P, eu M; puis, 
prenons MI = OK et cher- 
chons le lieu décrit par I. 

Nous avons 




_<l1^l 



OM: 



ACO; 



. OA = MI 



et, par s 



h cos u 



Le lieu décrit par le point I est donc la cubique trouvée 
plus haut, elle est constituée par devx branches mixtes: do 
forme liyperboliquc, à l'une des extrémités; de forme para- 
bolique, à l'autre; elle alTecte l'apparence générale indiquée 
par la figure (*). 

En considérant deux positions infiuimeut voisines de la 
transversale OEMI on obtient la tangente à U au point I par 
l'application évidente du principe des transversales réci- 
proques. 

La cubique qui vient de nous occuper peut encore être 
engendrée, point par point, au moyen de la construction 

I") Les courbes P et Usent disposées. Tune (lar rapport ii l'autre comme 
1 indique la figure, mais elles ne sont pas a^ymptoliques. La parabole 
asymptote (te U est une parabole dgalc h P lorsqu'on a transporté 
cello-ci, de la droite vers la gaucbc, parallôlcmcot 'a clle-mfme, a la 
dis lance h. 
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{i, 2, 3,4) indiquée par la figure ci -dessous. On est ainsi 
conduit à uu certain point J. 
En observant que l'angle JOX est égal a BOG, 00 a 
y = a:tg(i. 



OG = y = 




Ces deux relations donnent, 
par combinaison. 

Ainsi, le lieu décrit par le point J est encore la courbe U 
que nous venons de considérer. Les parallèles k ox coupent 
cette courbe en deux points I et J qui se trouvent déterminés 
simultanément: l'un, par la première construction; l'autre, 
par la seconde. C'est un fait que nous avons rarement ren- 
contré et qui semble assez curieux. 



118. Remarque, — La cubique mixte qui vient de nous 
occuper affecte deux formes 
très différentes suivant que 
son point double est : isolé, 
^ comme dans le cas que nous 
avons examiné; ou situé sur 
les branches réelles de la 
courbe, comme dans celui que 
nous allons signaler. 

Cijnsidérons un angle droit 

yox et soientA, A'deux paral- 

fig- ioî. ifeles à Oy; si nous eflectuons 

la construction (r, a, 3; fig. i02) nous obtenons un point I, 

dont le lieu géométrique, si l'on pose OA, ^ rf, AB ^ rf' est 

une courbe représentée par l'équation 

y^{d — x} = d-xr 

Cette courbe est constituée encore par deux branches 

mixtes, mais, dans ce cas, elles passent par le point double. 
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119. La cubique concboldale. — Parmi les cubiques 
unicuraaies que l'on rencontre le 
plus fréquemment, nous citerons 
encore celles qui sont constituées 
par une branche conchoïdale et un 
point double isolé. Voici un exem- 
ple très simple de ces sortes de 
cubiques. 

Considérons un angle droit yox et 
une droite A parallèle à Oy; effec- 
tuons la construction (i, 2, 3, 4, 5; 
fig. 403), le lieu du point I, comi 
on le vérifiera sans peine, est une 
cubique ayant pour équation 



'A — air 
La courbe qui correspond à 
générale qu'indique la figure. 




Fig. m. 
équation a la forme 



120. La conchoïdale drculalre. — Mais, parmi les 
concboïdales, il 7 a lieu de remarquer celle qui est circulaire 
et qui s'obtient par la 
construction suivante. 

Soit GAB un triangle 
rectangle isocèle; on pro- 
jette en Q et en P, sur ses 
cdtés ÀB, AG, un point M 
mobile sur l'hypoténuse 
BC. La perpendiculaire 
abaissée de M sur PQ va 
passer (*) par un point 
fixe 0, quatrième sommet 
du carré construit avec le 
triangle proposé CAB, et ^*9- *<>*■ 

elle rencontre PQ eu un point I dont le lieu géométrique est 
une cubique circulaire unicursale ajant pour équation, dans 




(') Vojez ffoitudfn ÀwMiet tl 



, p. 3Ï8. 
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le Bystôme yox, 

(ff-^) (y' + «') + A (y* + x*-œy) = o, (AB = AC = A) 
courbe représentée, dans le systfeme YOX, par l'équation 

X (X' + Y') = A ^- (Y' + 3X»). 
4 

L'asymptote réelle s'obtient en menant par 0', milieu de OD, 
une parallèle à BC (*); le sommet 0' est au milieu de AD; les 
points B et G sont deux points d'inflexion réels de la courbe. 
La forme de celle-ci se trouve ainsi nettement indiquée. 

Le tracé de la tangente se fait assez simplement en 
observant que l'on peut considérer le lieu du point I comme 
étant la podaire du point par rapport à une certaine para- 
bole, enveloppe des droites PQ; parabole qui a pour sommet 
et pour foyer D; ce qui la détermine complètement, 

121. Le Folium parabolique droit. — Cette courbe est 
une cubique unicursale caractérisée par les faits suivants 
1* Elle admet une 
direction asymptotique 
unique; 
2» Elle est droite ; 
3" Les tangentes au 
nœud sont rectangu- 
laires. 

Considérons uo angle 

droit yox et une droite 

A parallèle ào^; posons 

OA = k. Si nous effec- 

^^- ■'"'' tuons la construction 

(i, 2, 3, 4; ^j. 105) nous obtenons un point I dont le lieu est 

une courbe correspondant à l'équation 

x' = A(x' — y»). 

(*) La courbe qui nous occupe ici a été, comme la plupart des 
cubiques simples, distinguée par Newton dans son énumératian ûes lignes 
du troisième ordre et par Euler dans sa magistrale introduction à t'analyse 
infinitésimale. Elle a fait l'objet d'une note [N. A., 1813, p. 316]; le lecteur 
qui se reportera i celte note voudra bien rectifier la construction indi- 
quée pour l'asymptote. 

L'erreur en question a d'ailleurs été relevée {N. A., 1844; p. !99). 
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Si l'on prend OJ = IM, le lieu du point I est une cubique 
que nous avons examinée plus haut {x' — Ay* =: o) et nous 
savons construire la tangente à cette courbe au point J. 
L'application du principe des transversales réciproques per- 
met de tracer la tangente au folium parabolique, au point I. 

122. Le Folium parabolique oblique. — Cette cubique 

unicursale admet, comme la précédente, une direction asymp 
totique unique et un nœud 
droit; mais elle n'a plus 
d'axe de symétrie. 

Exposant OA =^ a, OB 
^ 6 et, en exprimant les 
diverses lignes de la figure 
au moyen de l'angle tu, 
on trouve sans peine l'é- 
quation polaire du lieu 
décrit par le point I 

a , atffw — h 

a^ tgw — 

^ C08<o ° C08 0) ?\g. iOS 

L'équation cartésienne est doue 

œ' = o(a;' — y*) + bxy, 
et celle-ci prouve que la cubique correspondante est un folium 
parabolique oblique, courbe que nous avons délînie tout h 
l'heure. 

CHAPITRE XII 

LES QUARTIQUES UNICURSALES 

Toutes les courbes unicursales sont évidemment suscep- 
tibles d'être tracées, point par point, au moyen de la règle 
et de l'équerre parce que, à un élémeat mobile, donné et 
convenablement choisi, ne correspond qu'un seul point de 
la courbe. Nous avons déjà fait cette remarque an chapitre 
précédent, mais nous y insistons encore à cause de sou im- 
portance et nous allons montrer de nouveau, sur des exemples 
divers, l'application de cette idée générale. 

Noua considérerons uniquement quelques quartiques uni- 
curaaled. 
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123. Le Folium double. — Le Folium double est une 
quartique caractérisée par lee propriétés suivantes: 

1' Elle admet les directions isotropes comme directions 
asymptotiques doubles; 

2" Elle possède un point triple présentant la parlicularilé 
d'un rebroussoment pour deux des bras qui passent par ce 
point. 

Il résulte de cette déflnilion 
qu'en prenant l'origine au point 
triple, la tangente de rebrousse- 
ment pour axe des y et des axes 
rectangulaires , l'équation du 
folium double est 

(«' + fy = x\ax + by). 
Voici comment on peut con- 
struire celle courbe point par 
point avec la règle et l'équerre. 
Imaginons un angle droit A.OB el soit (i, 2, 3, 4; fig. 107) 
une construction condui- 
sant au point I. En posant 
OA = a, OB = b, 
AI = f, MAO = û>, 
nous avons, par applica- 
tion du théorème des pro- 
jections. 




Fig. 107. 




AM=o 

et comme 

AM cos* u), 



i> -j- 6 sin (d 



Hg. 108 
p ^ AH COS u: 
nous pouvons écrire 

P = a COS* lu + 6 sin oj cos' lu. 
C'est l'équation polaire du lieu décrit par le point I ; l'équa- 
tion cartésienne est donc 

{x^ -|- y>)« = x'(aaT + by). 

On peut distinguer deux espèces de foliums doubles: 

le folium droit, et le folium oblique ; suivant que la 

tangente de rebroussement est ou n'est pas un axe de 

symétrie. 

Le folium double droit, qui correspond au cas particulier où 
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l'on suppose a^b, est une courbe bien remarquable (*); 

les conslniclions (i, a, 3, 4) des 

figures 108 et 109 conduisenl encore 

au tracé au folium droit, point par 

point. 

Dana cette dernière figure , on 
suppose 00' = 0'0'. 

124. Le limaçon de Pascal. Pig- ^os. 

— On sait que celte courbe se construit très rapidement, 
point par point, conformément à sa définition, si l'on s'ac- 
corde l'usage du compas à pointes sèches, puisqu'il suffit de 
porter sur un rayon vecteur mobile, à partir d'un point 
qu'on détermine, une ^^ 

longueur constante. 

Mais on peut aussi, 
par le seul usage de 
la règle et de l'équerre , 
CODstruire ces cour- 
bes; le tracé (1.2. 3. 4. 
i;fig. 140) donne un 
point I qui est un Fi^- no. 

point d'un limaçon, considéré comme étant la podaire du 
point par rapport à un cercle qui serait décrit du point 0", 
mUieu de (yO", comme centre, avec CO" pour rayon. 

Pour le tracé de la tangente {**) au limaçon, menons CJ 
parallèle à MI, et prenons J'isotomique de J sur 01; la tan- 
genle au lieu décrit par I sera partagée en deux parties égales 
par les tangentes 0, 0' aux lieux décrits par les points J et J' 
et cela par application du principe des transversales réci- 
proques. Les points J et J' décrivent des circonférences ; les 
centres sont : le milieu du segment 00* pour l'une ; et 0, 
pour l'autre; or, nous savons, avec la règle et l'équerre. 




(") Uagnus a donné (Journal de Crelie, t. IX, 18^, p. 135) une constmc- 
lion de la tangente à la cardiolde; mais, celle coostiuction exige l'em- 
ploi du compas, et elle ne s'applique qu'à ce limaçon particnlier. 
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tracer lea langeotoa 0, 0'; nous saurons, par suite, construire 
relie do limaçon au point I, 

125. La Lemnlscate (*). — Prenons sur deux axes rec- 
taugulaires donnés ox, oy, deux points fixes A et B, puis 
effectuons la construction (i, 2, 3, 4); le lieu du point I esl 
une lemniscate. 
En effet, on a 
p 1= OB' cos (u, 
p = OA' sin 10 : 
et 

OA'.OB'=0 A.OB. 
En posant 
OA = a, OB=t 
ou obtient ainsi l'é- 
quation 

'"■•"■ (x'+y')' = „hq. 

qui représente le lieu décrit par I ; la courbe qui correspond 
à cette équation passe doublement par les ombilics du plan; 
de plus, le point est un centre de la courbe et un nœud droit; 
le lieu considéré est donc une lemniscate (C. M. S., t. II, 
p. 339). 

Ou voit, en un mot, que nous venons de considérer k 
lemniscate comme la podaire du centre de l'hyperbole équi- 
latëre el, de cette génération remarquable, on déduit très 
simplement, comme nous allons le montrer, la normale, et 
par suite, la tangente à la lemniscate. 

D'une façon générale, ou sait (C. M. S., t. II, p. 33) que 
si l'on considère une courbe quelconque U et, par rapport 
à cette courbe, la podaire d'un point 0, la normale au lieu 




I') On sait que la. lemniscate représente un cas particulier des ovales 
de CaBsini; voici, sur celte courbe ctilëbre queli^es détails bibllogra- 
pbiques que nous empruntons à l'uDC de ces notes sL intéressantes que 
le Bavant Terquem a jetées çà et là dans les JVouteifcs i4niia'es, 

1 Le nom de celte courbe dérive du mot grec î.«|ivimo( qui aignifle 
une bandelctlo nouée en hail. Fagnano, [vers 1/50) a découvert les 
principales propriétés de cette ligne qui est d'une si grande utilité dans 
la Ibéorie des fouctions ellipliques. Les démonstrationa du {géomètre 
italien sont géométriques ; ia tbéocie analytique est due à Euler [Mémoirts 
de Sainl-Péterabourg, t. V, p. 351). t 
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décrit par le point I passe par le milieu o. de MO, M étant le 
point de contact de la tangente considérée Ml. 

Cette remarque étant faite, ' 

reportons-nous h la figure lli; 
A'B' enveloppe une hyperbole 
ayant pour asymptotes Ox et 
Oi/;le point de contact de A'B' 
'avec cette hyperbole, c'est 
le milieu M de A'B', détermi 

En achevant le rectangle qui 0.-..--^ ;■,— !""" "." , 

obtient un certain point C; IC cstla normale a la Icmniscatc. 

126. Le TrifoUum droit. - Cette courbe est caraclé- 
lisée par les propriélés suivantes: ^ 

1" Elle n'a pas d'autre direction asymptotiqne que les direc- 
tions isotropes; , . . , -..■in 
20 Elle admet un axe de symétrie i et un pomt triple 
dont les tangentes sont : la perpendiculaire i' à l'axe i pour 
l'une des branches et les bisseclrices des droites i, i pour 
les deux autres. 
D'après cela, l'équation du tnfolium droit est 

(œ» + !/*)' = Ax (a;' — !/*)• 
On a pris pour axes les droites A, A' que nous venons do 
définir et, dans cette équation, A désigne une constante. 
Soit 00' un segment donné, effectuons la construction 

(,, 2. 3, 4; lia- '^^)' ^ K 

construction dans laquel- '\^ \ ^^^ 

le M' est le symétrique 
de M par rapport à 00', 
et cherchons le lieu du 
point I. 

En po. 
00' = (i, 0I = p, M00' = <" 
on a 
fi=dco8io — adsin'tucosu), 

(x'j^fY = dx(x'-y')- '''^■"^- , ■'; , 

Le lieu du point I est donc un trifolmm droit, courbe 
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définie comme il vient d'être dit. Pour sa forme et pour le 
tracé de la tangente en un point pria sur elle, noua renver- 
rons à notre Traité de Géométrie analytique (p. 512). 

127. Le Folium simple. — Parmi les quartiques remar- 
quables, nous signalerons encore le Folium simple ; cette 
courbe correspond à la définition suivante : 

1' Les directions isotropes senties seules directions asymp- 
totiques de la courbe; 
2° Elle possède un point triple et les tangentes en ce point 
iji sont coïncidentes. 

D'après cette défi- 
nition, en prenant 
convenablement les 
axes, l'équation du 
Folium simple est 

A étant une con- 
fi'i. 11-1. stante. 

Soit 00' un segment donné ; effectuons la construction 
(1, 2, 3, 4, yîff. ii3), nous obtenons un point I, et en prenant 

00* = d, 01 = p, MOO' = iu, 

nous avons 

OM = d cos ci>, MI = d sin* id ces to ; 
par suite, 

p = rf cos' w. (2) 

En convertissant cette équation en coordonnées cartésiennes, 
l'équation du 
Folium simple. 

Tracé de la tangente. 
— De l'équation (2) on 
peut déduire une pro- 
priété remarquabio de 
la normale en un point 
pris sur le Folium sim- 
ple. Mais, comme nous 
allons le montrer, cette 
propriété a p p a r tient 
qui correspondent à l'équation 



et en supposant Â =: d, nous obtenons 
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p — U COS*+' 0), (i) 

dans laquelle p désigne un nombre entier et positif. 

Prenons deux points fixes 00' et répétons, comme l'indique 
la ligure, p fois la construction visée plus haut. Des points 
H„ I, nous déduisons des points analogues H,, I,; et, ainsi 
de suite, jusqu'à ce que nous arrivions aux points Hp, Ip. 
Nous avons alors 

OH, = d cos' «., 
OH, ^ d cos* <u, . . . OHp =^ d eos'p lo ; 
01, = d cos' CD, 01, = d cos^ <ù,... OJp = d C03V+' co, 
Le lieu décrit par le point T^ est donc une courbe fp repré- 
sentée, en coordonnées polaires, par l'équalioo (1). 

Cherchons à déterminer la normale en un point 1^ pris sur 
cette courbe fp. 

On sait (C. M. S., t. II, p. 875) que l'équation de la nor- 
male est 

-i = i. cos (<o-.,} + Jsiu (.-<..). 

p pi pi 

Appliquons cette relation (1); nous obtenons, après calcul, 

d 2fl 4- 3 , / cote ">i\ - 

- cos'P (o, = -^ — — cos u + ( tg û>, ^—^ ) sm w . 

Parmi les solutions remarquables de cette équation, on obser- 
vera la suivante : 

„=o, f = 2L±J.oH,. 

' 2p -\- 2 

D'où nous concluons qu'eu prenant sur OHpun pointN tel que 
ON _ 2p+i 

0Hp~"2p + 3' 

N est le pied de la normale. 

En particulier, si nous revenons au folium simple/",, (jïg.143) 
supposant par conséquent p = 1, noua voyons que le pied 
(le la normale au point I s'obtiendra en pi'enant 

ON=ioH. 

4 

Parmi les conséqueiicfis remarquables de cette construction, 

on peut observer que le rayon de courbure au poiiU est nul. 

128. Remarque. — Il est naturel, après avoir considéré les 
courbes qui correspondent à l'équation (1) du paragraplie pré- 
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cèdent, d'examiuer celles qui suut représeDtôeB par l'équatiou 

p = dcos'Po>; (2) 

puis, de supposer, dans les formules .(1) et (i), p positif ou 
négatif. De la sorte, le problème qui nous occupe se trouvera 
donc résolu pour toutes les équations 

p = d C08" 10, (3) 

quel que soit l'entier m, positif ou négatif. 

Pour avoir les courbes (3), il faut projeter les points E,, 
H„ ... B.p, non plus sur OM, mais sur la droite qui va du 
point M au milieu de 00'. 

Le degré do ces courbes s'élève très vite; le cas le plus 
simple, celui qui correspond à jj = i, donne déjà une courbe 
du sixième ordre; cetle courbe a ta forme d'un double ovale 
et l'on trouve, soit par la considération de l'équation de la 
tangente en coordonnées polaires, soit par celle de la normale, 
d'élégantes constructions pour le tracé de ces droites. Sans 
nous attarder sur ces détails faciles à vérifier, nous allons, 
pour donner un nouvel exemple remarquable de cette mé- 
thode, l'appliquer au cas particulier où dans l'équation (3) 
on suppose m = — a. On obtient ainsi une quartique très 
simple qui a déjà fait l'objet de 
notes diverses (*) parce qu'elle 
présente cetle particularité, tou- 
• jours recherchée, d'avoir des 
points d'inflexion qui peuvent se 
déterminer par la règle et le 
compas. Nous allons montrer que 
les tangentes de cette quarlique 
se déterminent bien simplement 
avec la règle et l'équerre. 

Prenons trois points en ligne 
droite 0, 0', 0' et tels que O'O = 

00' = -; puis eflectuons la con- 

4 
struction (1, 2, 3, 4, ÎJ, (ig. US); 
trouvons ainsi un point I dont le lieu est une courbe 




(•) tiouoelUK Annales, 1843, p. 232 1815, p. 319; 1846, p. 214. 



D,a,l,z.dDvG00gIt: 



De LA RÈGLE ET DE LÉQllEltElE ISO 

U représentée par l'équatiou 

_ h 

COS' (i> 

ProposoQS-nouB de déterminer la tangente au point I 
(çi, to,), à cette courbe. 

L'équatiou de la taugonte à une courbe, en coordonnées 
polaires (voyez notre Cours de Uathématùptes spéciales, t. II; 
p. HTS), étant 

— = — co8(iji> — wj) -)-( — ) siii (w — o>|); 
? Pi \pi' 

nous avons, dans le cas préseut, 

— ^ (i 4" cos 2B>,) cos (cD — (1),) — 2 sin 3u)t sin (w — uj. 
? 

En faisant ui ^ 90", dans cette relation, uous trouvons que 
la tangente on I coupe l'axe des jeu un point T, tel que 
OT = — 01 sin fo,. 

De cette remarque nous pouvons conclure qu'en prenant 
le point r symétrique de I par rapport au centre et en 
élevant en V une perpendiculaire à FI, cclto perpendiculaire 
va couper l'axe Oy au même point T que la tangente cherchée. 

En prenant l'équation de la normale, on arrive à une 
conclusion qui est aussi très simple et que l'on pourra: soit 
vérifier directement, soit déduire du trace précédent (*). 

Voici quelle est cette propriété. 

Élevons au point I une pe^ 
pendiculaire au rayon vecteur; 
cette droite rencontre l'axe en 
un point K; si nous prenons 
KN = OK, IN est la normale 
cherchée (**). 




129. Les quartiquespy* 



Fig. U6. 



riiormes. — Ces quartiques affecLeut la forme d'un simple 

(') Nous aurons d'ailleurs occasion, dans la deuxième partie de cet 
DUTR^, d'utiliser la propriété géométrique assez curieuse que nous 
renoontcoDS ici. 

(**) Dans l'article que nous avons cité plus baut et qui est inséré dans 
le tome V des Nouvelle* Annatei (IHi6), on trouve une construction de U 
tangente & la courbe qui vient do nous occuper, mais celte cooslniction 

(i. DB L. — tiËOMÉTBIE DI LA HÈOLE. 9 
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Iblium préseulaul un axe de symélrie et uu poiat de lubrous- 
Bement; elles correspondent ù l'équation 
x' — ax* -\- b^y' = o, 
dans laquelle a et & désignent deux lougaours données. Ces 
courbes ont Taitl' objet, du moins dans dus cas particuliers que 
nous signalerons tout à l'heure, de diverses rcclierches (*»»), 
Elles olîreut plus d'uuu propriété remarquable : i" on peut les 
construire pur points et par taugeutes, très simplement, avec 
la règle et l'éiiiierrc; 2° toutes ces courbes se déduisent di; 
^T l'une d'elles par 

voie projective; 
3° on peut déter- 
miner le point, 
le plus haut de 
la courbe et ses 
points d'infle- 
xion; 4°rairede 
la courbe peut 
être calculée. 
elle se déduit ou 
celle du cercle 
générateur eu 
multipliant cel- 
le-ci par uu rap- 
port connu, etc.. 
Nous allons 



i 

\ 



établir 



Fij. HT. 
S diverses propriétés. 



est moins simple que cellca que nous proposons ici et, de plus, elle 
ciige l'emploi d'arca do cercle, 

Dana une note qui accompagne cet article, noie non signée mais qui 
est évidemment due h. Terquem, il est dit ; o Desoartes {Œuvres, t. V, 
p. 33C, édition Cousinl a imaginé un iiialrument formé de deux règles î 
laide duquel il constmit d'un mouvement continu et aimultanémenl les 
courbes données par les équations polaires 



(•••>0. Bonnet, Nouvelles ^n)iatesl844,p. 75. — Brocard, A'ouyeifc Cor- 
respondance malhéinaluiiie, t, VI, 1880 ; pp. 91, 121, J13_ et Mathmia t 111 
1883, pp. 23, 116, 191 ; l. V, p. 227. - J. Mister, Maihetia, 1881, pn 78 



D,a,l,z.dDvG00gIf 



bt LA niGLE ST SE l'ëqukrrK 131 

1" Génération des pyriformes. Iniagiuoiis un cercle et deux 
diamètres rectangulaires AB, CD, puis effectuons la construc- 
tion (I, 2, 3, fit}. H7) ; nous obtenons ainsi un point I. 
L'équation du lieu géométrique décrit par ce poiul est facile 
à trouver. Prenons pour axe des x le diamètre AB et pour axe 
des y la tangente on A au cercle et posons 
lAB = «, 
AH = (., 
AB = a. 
Nous avons d'ubord 

ou 

D'ailleurs 

y = x tg a ; 
le lieu du point I est donc une courbe, attectant la forme 
qu'indique la tigure et correspondant à l'équation 

bY = '^'{a~x}. (P) 

2* Les pyri/ormes sont projectives. En effet, si l'on transforme 
l'équation (P) nu moyen dos formules 

bij=aY, a: — X, (1) 

on a 

«»Y' = X\a —X). (P) 

Cette équation (P*) représente une pjriforme particulière ; 
c'est celle qui a été étudiée par M. 0. Bonnet (loc. cil,}, en 
supposant a= i. Mais, lorsque a varie, toutes les courbes 
(P') sont bomothétiques et l'on peut, sans restreindre la 
généralité des propriétés de la courbe étudiée, faire l'bypo- 
tbèse a ^ I. 

Quant aux courbes (P), elles se déduisent toutes, par voie 
projective, d'une courbe (P'), en supposant : i" que 6 varie, 
2" que l'on donne à a la même valeur dau8(P) et dans(P'), 

En ciTet, on a reconnu, dans les formules (1), colles qui 
servent à transformer l'ellipse en cercle, La méthode clas- 
sique qui sert à l'étude de l'ellipse, considérée comme la 
projection du cercle s'applique donc aux pyriformes et les 
propriétés signalées par M. 0. Bonnet pour la pyriforme 
particulière (P'J, celles qu'on pourrait encore trouver pour 
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ciitle courbe, s'appliquent, avec les modifications ordinaires, 
aux pyi'iformes pluB générales que nous avons définies tout 
à l'heure. 

3' Points d'inflexion, etc... Pour n'en citer qu'un exemple, 
M. 0. Bonnet a démontré que les points d'inflexion de (P') 
avaient pour coordonnées. 

X = »^^^. Y=±ï\/6v/3-9. 
4 ■* 

Pour une pyriforme quulcouquc les points d inflexion ont 
pour coordonnées 

Mais il lauL observer quelii détermination de ces points 
exige l'emploi du compas. 

Il en est de même du point le plus haut des pyrifonties. 
Ce point a pour coordonnées 

« = T- « = — 

pour la courbo (P'); pour une pyriformo quelconque ce point 
est repré-euté par 

3a 3a V 3 

i" Quadrature des pyriformes. La méthode des projections 
permet encore de déter- 
miner l'axe de la courbe, 
par des considérations géo- 
métriques que nous allons 
donner. On évite ainsi le 
calcul, relativement péni- 
ble, de l'intégrale définie 




ïl ''^' 



^/x{a 



x)dx. 



Prenons d'abord la pyri- 
forme de M. 0. Bonnet, 
courbe qu'on obtient en 
Fig.is. supposant b-=a, auquel 

cas i est tangente au cercle générateur au point B. 
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Si uous appliquous la coustrucUou exposée piuB haut, au 

cas particulier visé en ce moment, nous trouvons sur le rayon 

vecteur AM deux pointa I, I' de la courbe et les propriétés 

('lémentaires de la Bgure donnent 

PT = QI. 

On conclut de c«tte remarque, reconnue autrement par M. 
0, "Bonnet, que l'aire de courbe considérée est la moitié de 
celle du cercle générateur. 

Pour une pyrifoime quelconque l'aire s'obtieut eu multi- 
pliant celle de (P'} par le rapport y; concluons donc que 
l'aire totale d'une pyriforme quelconque représentée par l'équa- 
tion (P) est égale à -^ ■ 

S" Tracé de la tangente. On a dû observer que le tracé, point 
par point, que nous avons donné pour les pyriformcs présente 
ces courbes comme des transformées du cercle par la méthode 
de Mac-Laurin. Le tracé de la tangente peut doue être effectué, 
avec la règle et l'équerre, conformément aux principes que 
nous avons déjà utilisés. La pg. H7 rappelle comment ces 
principes ont été appliqués pour obtenir la tungente IT îi la 
pyri l'orme (*). 

130. Réflexions générales. — Beaucoup d'auUea 
quartiques, et aussi certaines courbes d'un ordre plus élevé, 
sont susceptibles d'être tracées par points et par tangentes 
au moyen de la règle et de l'équerre. La Kretizcurve et la 
quartique y, dont nous avons parlé ailleurs (Journal de 
Mathématiques «pédales iH^o, p. tli et 1886. p. 202); la rosace 
à quatre feuilles (voyez noire Géométrie analyti'jue, p. 39") ; 
la Kohlenspittiencurve de M. Schoute (Archiv von Griinert, 
1885); les hypocyclo'ides à trois ou ijuatre rebruuisements etc., 
et leurs pcdaires, donneraient lieu à d'intéressantse déve- 

(*) Pour la conBtniction, point par point, des pjfiformes, avec la règle 
et l'équerre, il est bien entendu que le cercle dont il a été question 
ne doit pas être tiacc. On dclermiiie d'abord le point P par le moyen 
de deux dioites rectanijulairea issues dps «itrémitéR A elB dudiatnËtre 
AB; puis le point M, elc, 
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loppements daiis l'ordre d'idées qui dirige ce travail; mais 
-cette espositioD nous entraînerait bien loin. Nous avions eu 
ausBi la pen^^ée, h laquelle nous renonçoDB, pour le même 
motif, et avec plus de regrets, de terminer la première partie 
de cetouvragepai' l'exposition de certaines méthodes de trans- 
formation permettant de multiplier, à l'infini, les tracés de la 
rfegle et de l'équerre dans la construction des courbes, par 
points et par tangentt'S. Nous donnerons un seul exemple 
des applications auxquelles nous venons de faire allusiou, 
en prenant l'idée de la transformation réciproque, dans la 
géométrie cartésienne. 

131. Théorôme. — Si, au moyen de la règle et de l'équeire, 
on sait construire, par points et par tangentes, la courbe U, 
d'ordre p, qui correspond à l'iqualion 
f (x, y) = o. 
on peut aussi, dans ces wfmes conditions, construire la courbe 
V, d'ordre 2p, qui correspond à l'équation 



'(ï'^=« 



Sur les axes Ox, 0;/ on donne quatre points A, A'; B, R', 
tels que 

OA = A'O = a, OB = B'O = fi; 

et soient 

m{x, y), M{X, Y) 

deux points correspondants, dans la transformai ion réciproque 
cartésienne; nous avons alors 

xX = o', S'Y = 6' ; 

telles sont les formules de la transformation en question. 

Les points p et P, sont conjugués harmoniques par rap- 
port au segment AA'; de même, q et Q sont conjugués har^ 
moniques, par rapport aux points B et B'. 

D'après cela, au point m correspond un point M et les 
constructions qui conduisent de m à M n'exigent que l'em- 
ploi de la règle et de l'équerre. 

La détermination de la tangente est plus délicate. 

Il s'agit de montrer comment, connaissant la tangente en 
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Ntà u, OU peut, avec la règle et l'équerre, coustruiie ta tan- 
gente CQ M à la courbe U, trausforméo de u. 
Les formules (L) donnent 

xdX -\-Xdx = o, ydY -\- Ydy r= o. 



\dx) \dX) 



il) 



« 

1 


r 

\ 
\ 


V 


,/' 

















Soient ml la tangente donnée, MT la tiingento iiicoiinne 
a duiic. 



La rclatiou (1) devient 



?T 



Ainsi la poncluclle (0, (, p) est liomolhé tique à la ponc- 
tuelle (0, T, P) et cette remarque permet do déterminer le 
point T, connaissant les quatre points (0, /, p, P) do plu- 
sieurs façons, toutes, très simples. 

Mais la difficulté inhérente au sujet que nous traitons et 
'1 laquelle noue avons fait allusion tnut à l'heuro, tient 1 
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ce que nous ne nous accordons que l'usa^ de la règle et 
de l'équerre et, cette couditlou étant imposée, nous avons 
à montrer comment nous déterminons le point inconnu T. 
Prolongeons pm jusqu'à sa rencontre en H avec MQ et 
joignons H au point l' symétrique de t par l'apport à p; Œ 
rencontre oy en 6 et nous avons 

fp °" 'P _ OQ ,,, 

Op ~Qe' *^' 

D'autre part, la droite MT rencontre oy en un point 6' ot 
nous pouvons observer que 

TP _ MP ou OQ 

ôp- ^ *' 

Comi)arant f'2) et (3) nous en déduisons 
0Q = Q6'. 

Les deux points 6, ft' sont donc symétriques l'un de l'autre 
par rapport à Q. 

De cette remarque résulte une construction de la tangente 
MT, par des tracés qui n'exigent, comme l'on voit, que 
l'emploi do la règle et de l'équerre. 
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LES PREMIÈRES APPLICATIONS ; |,:V KALSSK KQrEBUB ET LE 

Il n'entre nullement dans uoire plan tlo re|>ioduii'o ici la 
description des instruments d'arpentage, naii plus que leurs 
upplicatious classiques. Nous insisterons seulement dans ce 
premier chapitre sur deux instruments moins connus, et qui 
sont pourtant, croyons-nous, d'une utilité pratique incontes- 
table; nous voulons parler de la fausse équerre et du cordeau. 

1. La fausse équerre et le cordeau. — En principe, 
la fausse équcrre est composée d'un piquet vertical sur 
lequel on peut fixer deux tigijs horizontales, njunies d'ali- i 
(lades, faisant entre elles un angle quelconque (*). 

Le hut de col inslrumeot est de reproduire, en différents 
points, un angle déjà observé. 

Quant au cordeau, c'est l'iustrumont d'arpentage le plus 
simple qu'on puisse imaginer; un ruban d'acier divisé on 
parties égales, comme celui dont se servent les géomètres 
arpenteurs, ou même une simple ficelle terminée par deux 
petits piquets en bois, voilà tout l'instrument, Nous emploio- 

[') Ou trouve, dans uoe ancleonc géométrie, celle description do la 
fousse équerrc. « Il suffit de pratiquer sur la t@ie d'un gros piquet, deux 
entailles droites qui se coupent d'une manière quelconque, ou de fixer 
en croix, sur le bout d'un bâton, deux morceaux de bois qui fassent 
un angle quelconque et qui portent trois épingles plantées perpoodicu* 
lairement, une au point de croisement, les deux autres vers les extré- 
mités des cQtés d'us des quatre angles formas, i iGéomelrie appliquée à 
l industrie, par Bei^ry, aucien élève de l'École Polytechnique, profes- 
seur à TËcole d'artillerie de Motz, ... Baclielier, 18Î5; p. 70). 

Celle description de la fausse équerre la montre bioo, croyons- nous, 
BOUS son jour véritable. Telle est, en elfet, l'extrême simplicité de cet 
inslniment qu'en peut, à un moment donni!, réaliser celui-ci sur le 
lieu môme de l'opération. On observera notamment la diU'érence ossen- 
lielle gui distingue la fousse équerre des diQ'érenls gmpbomëtres. Ceux- 
ci ont pour but de metuTer des angles; la feusse équerre se propose 
simplement de relever un angle donné pour le reproduire en un autre 
point du terrain, sans que la valeur de cet ana;le ait besoin d'ôire connue. 
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rous pourlant, ilans quelques solutious, un cordeau un peu 
plus compliqué, portant certaines divisions ou, pour mieux 
dire, certains points de repère et que nous QomineronB le 
cordeau divisé; il peut, d'ailleurs, 6tre obtenu sans difficulté 
avec une corde quelconque, comme nous l'expliquerons plus 
loin. 

2. RéUezions générales. — I/iitilité des développe- 
ments dans lesquels nous allons entrer, et qui n'est peut-être 
pas suffisamment apparente, est surtout motivée par la sim- 
plicité extrôrae des instruments qui sont en jeu dans les 
solutions que nous allons exposer. 

A ce propos, il est hoa de noter iri, au moment où nous 
péuétrons dans l'exposition des applications pratiques de la 
géométrie de la règle et de l'équerre, qu'il n'est pas indiffé- 
rent lie savoir résoudre un problème d'arpentage par des pro- 
cédés Irfes divers. En effet, quand il s'agit d'obtenir sur le 
terrain certains résultats, les conditions matérielles qui sont 
imposées à une solution connue, bien que celle-ci soit irré- 
prochable au point de vue théorique, peuvent la rendre 
absolument illusoire et vaine. 

Cette observation, Servois, dans le livre que nous avons 
cité, l'a produite, à plusieurs reprises, y insistant avec raison; 
nous l'avons eue, nous-mêmes, TesUmant fort judicieuse, 
constamment présente à l'esprit dans la rédaction de la seconde 
partie de cet ouvrage. C'est précisément, pour répondre aux 
besoins si divers de la géométrie pratique, que nous noua 
sommes efforcé de multiplier et de varier autant que possi- 
ble, sans toutefois sortir de la simplicité qui s'impose tout 
naturellement à cette géométrie, les solutions des problèmes 
fondamentaux de l'arpentage. Dana la géométrie théorique, 
on s'attache, et avec raison, à trouver la solution la plus 
élégante; il n'en est pas toujours ainsi dans la géométrie 
pratique et telle solution, bien qu'elle exige plus de tracés 
et plus de calculs, peut pourtant, dans certains cas, 6tre 
celle qu'on doit préférer, du moins dans les conditions maté- 
rielles oîi le problème se présente. 

Cette remarque générale étant faite ici, pour n'yplus reve- 
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nir, noua abordons l'exposition des solutions de quelques 
problèmeB d'ai-pentage, solutiona obtenues par l'emploi de 



3. — Problème I (*). Prolonger une droite au delà d^un 
obstacle. 

Ce problème est l'un de ceux auxquels s'appliquent lo 
mioux la fausse équerre et le cordeau. 

La fig. 120 montre suffisamment, sans qu'il soit besoin 
d'eutrer dans des explications qui se présentent d'elles- 
mêmes à l'esprit, comment la répétition de l'angle fl permet 
de résoudre cette question 

classique. On suppose bien T 

entendu que, avec l'aide du 
cordeau, la longueur AB ait été ' 
reportée de C en D. 

Mais il est bon d'observer, à 
propos de ce problème, que la l-^iç- fio. 

fausse Squerre permet de le résoudre dans des conditions 
qui ne se prêteraient pas à l'u- 
sage de l'équerre ordinaire. On 
voit d'abord (^. 12i) comment 
ou peut trouver le prolougemeut 
^' de & en faisant marquer à la Fig. m. 

fausse équerre un angle obtus; et même ce procédé est, 
dans la pratique un peu plus simple 
parce qu'il exige seulement que des 
jalons soient plantés aux points Â, 
B, C, D. Dans le cas de la fig. 122 on 
a précisément appliqué cette seconde 
manière; on voit qu'en supposant, et 
luette disposition se présente fréquem- 
ment sur le terrain, l'obstacle considéré i 

1*1 Dana ce problème, auquel nous reriendcoiis dius le chapitre III, 
UdiQs plusieurs de ceux qui sont traitas dans ce chapitre, il est sous- 
cntondu que les solutîous nécessitent seulement l'emploi de la fausse 
i^eiK et du cordeau. S'il ne doit âtre fait usage que de l'un ou de 
1 autre do ces iostruments, l'énoncâ Fait alors mention de cette particularité. 
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d' autres obstacles rsudaul les mouvements de l'équurre ordi- 
naire inefficaces, la fausse équerre résout le problème posé 
avec la même facilité que dans le cas, plus simple, que nous 
avons examiné d'abord. 

Nous reviendrons d'ailleurs sur ce proLlôme dans un cha- 
pitre suivant, pour le résoudre par des procédés très variés. 

4. — BEMAtiyi Ë 1. Si i'oQ veut évaluer la longueur de la 
droite ii' qui est reuferméc dans l'obstacle considéré, ou 
observera (fig. iSO) que l'on a 

Â'D' -^BC - AA' - UD'; 
il suffira donc de mesurer avec le ruban divisé les lon- 
gueurs BC, A A' et DD'; on appliquera ensuite la formule 
précédente. 

Dans le cas où l'on opère comme l'indique la ^g. /i*, la 
longueur AD se calcule par la formule 

RBHAhQUK II. Dans le cas que nous avons soulevé tout 
à l'heure, et dans lequel nous avons supposé que l'obstacle 
considéré se trouvait dans le voisinage d'autres obstacles, 
onpeut imaginer que ceux-ci soient tellement multipliés que 
les solutions données soient, l'une et l'autre, impraticables; 
les jalonnements nécessaires ne pouvant être réalisés. 
Yoici une solution qui pourrait alors être essayée. 
Parle point A, traçons deux jalonnements ÂB, AC, faisant 
avec AA', des angles 9, 0' que l'on peut successivement relever 
B avec la fausse équerre. En 
un point C, arbitrairement 
choisi sur AO, portons la 
fausse équerre dont les 
branches font l'angle et, 
dans la partie accessible, 
Fig. lis. jalonnons les droites CD, 

CB telles queBGD = 9. Transportous-nous ensuite au point B 
et, en partant de ce point, jalonnons la droite BD faisant avec 
BO l'angle 0'. Le point D ainsi obtenu appartient au prolonge- 
ment de AA', 
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Si l'ou observe qao, dans cette solution, la position du 
point A, les angles â et 0', la longueur AC et la direction de 
GB sont autant (le quantités arbitraires, on reconnaîtra qu'elle 
offre, malgré sa complication relative, pour certains cas 
difficiles, comme ceux que nous avons prévus tout à l'heure, 
de réelles ressources. 

Quant à la longueur de AD, elle se calcule en appliquant 
au qiiailrilatère ABCD le théorème de Ptolémce, et l'on a 
AB.CD + AC.BD 



Al) ^- 



BC 



5. — Problème II. Élever une perpendiculaire en un point 
pris sur une droite i. 

Avec le cordeau, prenons, à partir du point 0, deux poiuts 
A et B équidistants de Q et, en ces points, fixons deux jalons. 
Ayant donné aux branches j^ ,_ 

de la fausse équerre une 
inclinaison quelconque 0, 
transporlonsl'instrumentau ,,- ' 

point A et dirigeons l'une ^^^ — J-;i''J 

des branches de façon à 
viser le jalon B ; l'autre 
branche peut occuper, par ^. 

rapport à AB, et succesei- '<'' 

vement, deux positions sy- ''''' ***■ 

métriques AC, AD que l'on fait jalonner. Ayant répété au 
point B la même opération, on détermine ainsi, facilement, 
deux points C et D. Finalement, en jaionnaot CD, ou obtient 
nue droite qui passe par le point et qui tombe perpendicu- 
lairement sur AB. 

BEI1.VRQUE. — Lii construction précédente résout aussi, évi- 
demment, et par l'emploi de la fausse équerre seule, le pro- 
blème qui a pour but d'élever une perpendiculaire au milieu 
d'une di-oile donnée AB. 

6. — Problème III. Avec la fausse équei're, d'un point C, 
abaisser une perpendiculaire sur un? droite^. 
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La solution de c« problème s'iuspire tout naturelleoieuL 
de la précédente. 

Ayant choisi sur à un point arbitraire A, ou prend avec lu 
fausse équerre (on visant du point A ; 1" le point C, 2" un 
jaloD quekouque placé sur à), l'augle 6 des droites AC et 
AB (*). Ou rcpéie alors les constructions que nous avons 
indiquées au paragraphe précédent, avec cette seule modi- 
fication, que le point B se détermine Bans faire usage du 
cordeau, en cherchant, par tâtonnement, le point de A du- 
quel ou voit les points connus A et C sous l'angle 9. 

On peut d'ailleurs ramener le problème au précédent eu 
menant d'abord, comme nous allons l'expliquer, par le point 
C, une parallèle à A; ou, inversement, on peut traiter le pro- 
blème I, an moyen du problème II, Cette dernière remarque 
n'est pas absolument sans intérêt parce qu'elle prouve qu'on 
peut résoudre le problème I sans avoir recours au cordeau 
et par le seul usage de la fausse équerre. 

7. — Phoblëhe IV. Avec ta fausse équerre, mener, par un 
point G, une parallèle à une droite donnée A. 

Plaçons-nous en un point A de i. point pour lequel l'angle 

CAB a une valeur 9, enregistrée par la fausse équerre. En 

^, plaçant cet instrument au point C et 

ô\_V en dirigeant une des branches dans 

,--'■ la direction CA, l'autre branche donne 

^ _..-'^" la direction qu'il faut faiie jalonner 

"^ ^ pour obtenir la parallèle demandée A'. 

Fig. igs. Pour résoudre le problème I, sans 

avoirrecours au cordeau, voici la marche qu'il faudrait suivre, 

{') Les brasdelaTausse équerre iiont ordinairement fliéa.sur le pivot 
verticfll qui les supporte, au moyen d'une vis de pressiun ; ce qui per- 
met défaire tourner ceux-ci arhitrïfrement. autour de leur point d'attache. 

La busse équerre, réduite W £a plus simple expression, est constituée 
par deux tiges hodzontalus fixées k demeure sur le pivot; et alors l'angle 
donné par l'iastrument est invarialiie. On voit comment, dans ce cas, 
on doit modliier la présente solution. 

Le point A ne peut plus Stre arbitrairement choisi et l'ou doit, par un 
certain tâtonnemeiit, qui aboutit d'ailleurs rapidement, chercher le pointa 
pour lequel l'angle cor:e3[iondaQt à celui que nous avons désigné par 0, 
est Justement égal i celui de l'instiumenl avec lequel on opère. 
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Soit G le point par lequel on propose d'élever une perpen- 
diculaire à la droite A'; on trace d'abord, comme nous 
venons de l'expliquer, uno droite A parallèle à A' et, du point 
G, on abaisse une perpendiculaire sur A. Le problème II se 
trouve ainsi résolu au moyen des problèmes III et IV les- 
quels, comme on l'a remarquti, n'exigent que l'emploi de 
la fausse équerre (*). 

8. — Problème V. Étant donnée une inclinaison des branches 

de la fausse équerre, leur donner une inclinaison 3O, -, 90° ± 0. 

1" Prenons d'abord le cas où l'on veut faire l'angle aO. 
D'un point A., arbitrairement choisi, on vise successivement 
deux points dans la direction des tiges qui font entre elles 
l'angle proposé 6 et, dans ces direc- 
tions, on fait fixer deux jalons B et 
C. Sans quitter le point A, et l'une 
des tiges étant dirigée encore vers 
le jalon B, mais l'instrument a 
été retourné, on vise de nouveau 
le long de la deuxième tige et, 
dans cette direction nouvelle, on 
fixe un jalon D. Laissant alors cette 
tige immobile, on fait tourner la pig. us. 

première de façon qu'elle soit dirigée vers le point C; dai 
cette disposition, les deux tiges font Lien l'angle ; 

2" Cherchons maintenant à 
faire marquer à la fausse 
équerre un angle égal à la 
moitié de celui qu'elle donne. 
SoitBAD l'angle, observé 
par la fausse équerre. Ayant fig^ ,j7_ 

lixé un jalon au point B; avec un cordeau, on prend la lon- 
gueur AB et on la porte, dans le prolongement do DA, de 
A en G. Si l'on transporte alors la fausse équerre au point 
G et si l'on vise, avec ses deux branches, les jalons D et B, 

(*) Erhatuh. — a la page précédente, lignes 16 et 27; au lieu, de pro- 
blËme I, liiei problème II. 

G. DE L. — GÉOMfiTRlE DE LA RiGLE. tO 
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celloe-ci feront outre elles l'anglo - • Ainsi, l'on peut, à volon- 
té, doubler l'stiglo des branches de la 
'^ 2 fausse équerre, ou le réduire à sa moitié. 

; ^•'-"'^ 2* Enfin, si l'on veut former l'angle 

a a'^-^^"'^ p complémentaire 90' — 9, il suffira de 
t jalonner la droite HH' perpendiculaire 

lh' à A, au point A; l'angle HAB est égal 

Fiff. m. j, jjqo _ 9^ On observera que si l'on 

veutoblenir l'angle gC + 0, celui-ci est égal à l'angle BAH'. 

9. — Beuahque. Dans les problèmes II, III que nous avons 
résolus tout à l'heure, nous avons supposé que l'on pouvait 
jalonner le terrain, de part et d'autre de la droite donnée A; 
nous avons admis encore que celle-ci pouvait être prolongée 
do part et d'autre du point considéré 0. Dans la pratique, ces 
couditions ne sont pas toujours accordées; soit que AB repré- 
sente le bord d'un fleuve, soit, dans d'autre cas. qu'un obs- 
tacle vienne se placer au point et ne permette pas les 
opérations que nous avons décrites. 

On peut résoudre ces cas particuliers par des procédés 
divers et faciles à imaginer; mais nous indiquerons tout à 
l'heure, pour ces singularités, des solutions tout à fait simples, 
en utilisant l'instrument auquel nous avons fait allusion 
plus haut et que nous avons nommé, pour le distinguer du 
cordeau ordinaire, le cordeau divisé. 

10. Le cordeau divisé.— Imaginonsqu'uno ficelle, d'une 
longueur arbitrairement choisie, ait été repliée douze fois sur 
elle-même; marquons par des nœuds les points de division et 
plaçons des signes de reconuaissance â la troisième et à la 
septième division. Nous aurons a însi constitué Iccordoau divisé. 

11 nous reste à montrer quelques-unes de ses applications. 
Si nous considérons l'équation indéterminée 
a' + y» ^ 5», 
nous pourrons observer qu'elle admet une infinité de solu- 
tions entières; en particulier, elle est vérifiée par 
x= 3, y = 4- 3^5. 
Ces nombres correspondent à la solution la plus simple, eu 
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nombres entiers; ils repréBeoteut les trois côtés d'un triangle 
rectangle. C'est pour ce motif que le cordeau AA' a été divisé, 
commenous l'avons dit, en trois parties AB=3, BC=4, GÀ'=5. 
Le point B, qui sépare les intervalles AB et BG, se désigne 
parla notation (3.4); de même, G s'appelle le point (4. S). 
Quand nous réunirons les eitrémités A, A' du cordeau, nous 
obtiendrons un troisième point; ce sera le point (3.5). 

11. — PaoBLÈitE VI. Avec le cordeau seul, élever une perpen- 
diculaire en un point d'une droite donnée A. 

Au point 0, je place le point ( 3 . 4) du cordeau, et, à l'aide d'un 
piquet, je fixe égalemonl le point (4.5) sur A, ou P. Ayant 
pria le point (3.5) par la réunion des 
extrémités du cordeau dans la même 
main, on s'avance jusqu'à ce que le 
cordeausoitbien tendu. A ce moment ' 
le point (3,5) est placé quelque part 
sur le terrain, en Q. Alors, OQ est la perpendiculaire demandée. 

Reiuhque I. — On observera que la construction précé- 
dente exige seulement que l'on puisse parcourir une partie 
de la droite donnée A; cotLe solution s'applique donc d'une 
façon particulièrement simple au problème dans lequel on se 
propose d'élever une perpendiculaire à l'exlrémilé d'une droite 
qu'on ne peut prolonger. 

Remarqub II. — On voit aussi comment, avec le cordeau, ou 
peut abaisser, d'un point donné Q, une perpendiculaà-e sur la 
droite A. 

Ayant fixé en Q le point (i.5) on chemine sur A jusqu'à ce 
qu'on ait trouvé sur cette droite uu point P tel que PQ, repré- 
sente, dans le cordeau rigoureusement tendu, le segment de 
longueur 5. Prenant alors le piquet qui est fixé au point (3.4) 
on chemine de nouveau sur A, jusqu'à ce que l'on obtienne 
un cordeau bien tondu. Si est le point auquel on s'arrête, 
QO est la perpendiculaire cherchée. 

Pkoblëhe (*). — Avec le cordeau mener, par un point donné M, 
une parallèle à une droite A. 

(') Ce problème, et pluEÏeurâ de ceux qui suivent ont été examinas 
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Jaloanoas une droite, partant de M, et coupant A en P; 
puis, aveclecoriluau, ayant pris une longueur do corde égaie 
à MP, plantons sur le prolonge- 
ment de MP un jalon M', de telle 

* ., ?■' "'-y sorte que PM' = MP. 

Cela fait, par M' traçons un 

iS' " H'-' * nouveau jalonnement M'QM" et, 

Fjj. 130. comme tout à l'heure, fixons en 

M" un jalon, do telle sorte que QM" — M'Q. Il ne reste pluE 
qu'à jalonner MM", pour avoir la parallèle demandée. 

12. — Problèkb vu. Avec le cordeau, tracer la bissectrice 
d'un ang'e donné. 

Soient A, A' les droites données; sur A je fixe, arbitraire- 
mont, un jalon en A et je prends une longueur do corde 
^ égale à OA. En portant cette même 

longueur, à partir de 0, jusqu'en 
, A', on pourra tendre une corde de 
A en A' ; et en repliant cette der- 
, nièro longueur de Ciçon que l'ex- 
trémité A' vienne en A, la nouvelle 
Fig. 131. extrémité M fera connaître le 

milieu de AA'. Il ne reste plus qu'à jalonner OM. 

Beharque. — Si A et A' représentent les traces -sur le plan 
horizonlal de deux murs verticaux, on voit qtie la méthode 
précédente donne très rapidement, et dans des conditions 
toul à fait pratiques, la trace OM du plan bissecteur. 

13. Examen du cas où le sommet de l'angle con- 
sidéré est inaccessible. — On sait comment on résout 
ordinairement ce problème eu coupant les droites données 
par une transversale quelconque et en s'appuyant sur ce 
fait que le centre du cercle inscrit ou triangle ainsi formé, 

dans une note inliluléo Svr ks conalructioni dais te plan et dans t'espace, 
aver. la droite seulu, par M. de THij, membre de l'Académie royale de 
Belgique {Mathétis, 1385 ; p. Mi.) 
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étant joint au centre d'un des cercles ex-inscrits, donne une 
droite passant par le sommet correspondant du triangle. 

Mais cette construction, trës simple en Ihcoiie, pi'éaente, 
au point do vue pratique, quelques longueurs qu'on peut 
éviter, comme nous allons le montrer. 

Nous rappelons que si, sur deux droites i, i', ou considère 
deux ponctuelles 

A,B,C,...; A'.B'.C... 
telles que l'on ait 

AB = A'B', BG=B'C'..., 
les milieux des droites AA', BB', tîC... qui joignent les 
points homologues des deux pou c.tuelles sont des points situés 
sur une droite (*) parallèle à la bissectrice des droites i, A' 

l*) C'est cette droite ipie Cliasiefl, dans un de ses mémoires [Compta 
rendia, 3 décembre 1860) appelait la droite milieu. La propriété on qucs- 
Uon, qui constitue une proposition d'ailleurs bien connue et très évi- 
deote, Taitrobjet du tïiriorëme III, dans le mémoire cité, lequel a pour titr» : 
PropriÉtéî relatives au déplacement fini quelconque dans l'espace d'une figure 
lie forme iitoariable, _/ 

Ce théorème que nous allons utiliser ici ?^ 

n'est qu'un corollaire d'une proposition plus /j 

générale, relative à la parabole, enveloppe / 1 

des droites qui joignent les points corrcspon- / j 

dants B, B' do doux ponciuelles, telles quo ■/ / 

AB = K.AB', BG = K.B'C',.. /V ^-'Â" 

K désignant une constante. /nvZ<'^'^ '' / 

Mais, pour les personnes auxquelles ces y/ ^ir '"'' j 
considérations no seraieni pas familières, / ,■ j / j 

voici comment on peut, en deux mots, démon- a' fk- — t a' 

trer lo Ihéorûmo présent. 

Soient m et n les milieux desdroites A&', ttg. tSi. 

BB' ; menons nip et w/ parallèles \ A.B, puis lar parallùle A A.'B'. 



PB — 0A _ AB 

De même, nous pouvons écrire 
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OU, pour être plus précis, à la bissectrice des semi-droites dont 
les directions sont celles des segments AB et K'B', 
Soient A et B doux points quelconques de i; à partir d'un 
point A', arbitrairement 
choisi sur i', prenons, avec 
le cordeau, A'B' = AB ; 
d'après le théorème que 
nous venonsde rappeler, la 
«iroite S qui joint les mi- 
lieux M, N des droites 
AA', BB' est parallèle à la 
bissectrice cherchée. En 
abaissant de A une per- 
pendiculaire sur S et en 
jalonnant, par le point H, 
milieu de AG, une parais 
qui est la bissectrice 




Fig. IS3. 
on obtient une droite 



14. Ajuster un Jalon entre deux Jalons donnés. 

— Parmi les problèmes qui rentrent dans les premières 
applications de l'arpentage, il en est un que nous voulons 
traiter eu terminant ce chapitre; c'est celui qui a pour 
objet de placer un jalon C, en ligne droite avec deux autres 
jalons A, B, sur un segment donné AB. 

pratique, on opère par tâtonne- 
ments et de la manière suivante. On flse, 
dons le voisinage de la droite AB, un jalon C; 
puis on dispose deux jalons C et C", l'un 
sur C'A, l'autre sur C'B ; opération possible 
au moyen de deux visées successives. Si les 
jalons C, C, G'" sont sur une même ligne 
de visée, c'est que le point C' a été bien dé- 
terminé, tout d'abord. Sinon, on constate 
que le poiut G' doit être rapproché de AB, 
vers la droite, ou vers la gauche, de l'obser- 
vateur. De là, quelques tâtonnements, mais 




Fig. iSi. 



ils aboutissent rapidement, 
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La difficulté du problème qui nous occupe tient à ce que 
l'on suppose les extrémités A et B inaccessibles; b'îI n'en est 
pas ainsi, si l'on peut notamment opérer sur !e terrain oii 
pénfetre le prolongement de AB. toute difficulté disparaît. En 
effet, on peut toujours par une ligne de visée, fixer le jalon K 
sur ie prolongement de AB; puis, ce jalon étant fixé, l'obser- 
vateur revenant se placer entre A et B pourra, par une nou- 
velle visée, ajuster un jalon K', en ligne droite avec les jalons 
B et E. Mais, si nous supposons que AB ne puisse être pro- 
longée, ni dans un sens, ni dans l'autre, alors (au point de vue 
théorique, tout au moins) la petite diflîculté signalée existe, 
et voici comment on peut la tourner (*). 

Uae première solution se pr()sen(o immédiatement à l'esprit; 
elle consiste à jalonner par les extrémités A et B de lu 
droite donnée, et, bien entendu, dans la pnrtie accessible, 
des alignements deux à deux parallèles. On obtient ainsi 
an parallélogramme ABm» dont la seconde diagonale mn 
passe par le milieu de AB. En répétant 
une seconde fois cette construction, ou 
obtiendra donc deux droites mti, m'n' pas- 
sant, l'une et l'autre, par le milieu de *»f 
Â.B. Le poiot de croisement C des deux 
diagonales ainsi tracées se trouve net- 
tement déterminé; en ce point C, on 
pourra donc placer un jalon qui sera " Fig. tas. 

situé sur la droite AB, au milieu de ce segment. 

Voici une seconde solution. Elle exige, il est vrai, plus 



(*} ' Les personnes qui ne sont pas habituées ^ opérer sur le terrain 
dit Betgei7 liOc. cit. p. 105) trouveront peut-être quelque difficulté à 
planter nn jalon dans un alignement dont les extrémités sont inaoces- 
aible», • Bergery décrit alors un procédé par tâtonnements qui permet 
de résoudre pratiquement cette opération pour laquelle il n'indique pas 
d'aiDeurs de solntion tliéoriquo. La vérité est que les personnes qui se 
livrent aux opératioDS d'arpentage, étant habituées i. ces difflcultéa, les 
résolvent instantanément par l'habileté personnelle qu'elles ont acquise; 
8Mia avoir recours à la méthode pratique de Bergerj, ou à toule autre. 
Encore bien moins feront-ailes usage des solutions rigoureuses que nous 
indiquons ici, lesquelles ne trouveraient une application réelle que 
dans le cas où l'on voudrait obtenir plus d'exactitude, ou dans cclnl oji 
Ton doit conûdérer des distances relativement grandes. 
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d'aligaementB, mais elle ne nécessite pas le tracé de parallè- 
les, opération toujours délicate; de plus, au lieu d'indiquer 
la position du troisiëme jalon, justement au milieu de AB^ 
particularité qui peut offrir quelques inconvénients, elle per- 
met de placer ce jalon en un point quelconque du segment 
AB. Elle prend pour base le théorème de Fappus (Première 
partie, § 19). 

Supposons que l'on veuille fixer un jalon sur le segment 
AB, On choisira arbitrairement deux points m et n qui cons- 
tituent, avec A et B, le quadrilatère 
auquel on se propose d'appliquer le 
théorème que nous venons do rappeler. 
Ayant alors tracé les alignements qu'in- 
dique la figure, on obtient deux points 
0, 0'; et la droite AÂ' coupe mn en un 
point G qui est rigoureusement eu ligne 
droite avec les points A et B. 

Mais voici, au sujet de ce problème, 
un cas particulier présentant plus d'in- 
térêt, parce qu'il se rencontre dans la 
pratique de l'arpentage et qu'il ne peut être résolu par la 
méthode des tùtonnements. Il peut arriver que certains acci- 
dents de terrain : arbres, maisons, talus, etc., cachent à l'opé- 
rateur, dans la partie du terrain oh il doit fixer le troisième 
jalon, les points A etB, extrémités de l'alignement considéré. 
Nous allons examiner ce cas particulier. 

15. — Ajuster un jalon entre deux jalons donnés 
inaccessibles et invisibles pour certaines parties 

du terrain. — Soient A et B les deux peints qui sont 
visibles dans les parties du terrain voisines de P et de Q, mais 
non dans celle qui environne le point 0, point inconnu et où 
doit être planté un jalon en ligne droite avec A et B. 
Traçons BS parallèlement à PQ. Nous avons 

OM _ m _ 0^ 

ON ~ IS ~ ÔQ' 

Le problème se trouve ainsi ramené au suivant: 
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Étant donnée (fig. t37} une ponctuelle {P, Q; M. N), déter- 
miner BUT cette ponctuelle, un point qui partage les seg- 
ments PQ et MN, dans le même rap- 
port. 

Pour résoudre cette dernière ques- 
tion, menons parles points M, N deux 
alignements parallèles et, avec le cor- 
deau, prenons MF' = M? et NQ' = KQ; 
le point 0, déterminé comme l'in- 
dique ta figure 138 est lo point cher- 
ché. 

Au problème qui vient de nous oc- 
cuper, correspondent, sans sortir des 
limites de la Géométrie de la Règle, 
de nombreuses solutions ; celle que nous 
et à laquelle nous nous tiendrons, est 
la plus simple, parmi celles que nous 
avons imaginées. On observera peut- 
être qu'elle est encore assez compli- 
quée; mais il faut reconnaître que la 
question qui vient de nous occuper ^'ff■ '**■ 

offre une certaine difficulté relative, et elle ne semble pas 
comporter, si nous ne nous trompons, do solution sensible- 
ment plus simple, que celle que nous venons d'oxpoaer. 




CHAPITRE II 

LA LARGBUn DE hk RIVIÈRE 

16. — Nous avons exposé dans le chapitre précédent 
quelques applications de la fausse équerre et du cordeau; 
mais celles-ci sont beaucoup plus nombreuses qu'on ne 
serait peut-être tenté de le croire, au premier abord, et nous 
aurons occasion, dans la suite, de prouver ce fait par plus 
d'un exemple. Nous devons pourtant quitter ici le dévelop- 
pement de ces applications pour noos attacher à l'exposition 
méthodique des solutions de quelques problèmes, plus parti- 
culièrement intéressants, de cette géométrie que nous nous 
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proposons de développer dans la seconde partie de cet ou- 
vrage. Tels sont : le prolongement d'une droite au delà d'un 
obstacle, la distance d'un point donné à un point inacces- 
sible, ou, encore, celle de deux points inaccessibles, etc. Pour 
le moment, nous voulons nous occuper du problème qui o 
pour objet la délennination de la largeur d'une rivière, 

17. La largeur do la rivière (Première solution). — 
Soient A, A' doux droites parallèles représentant les bords 
du fleuve dont on veut mesurer la largeur. D'un point A, 
pris sur la rive A oîi l'on se trouve placé, on vise avec la 
fausse équcrre : i" un point B que l'on aperçoit sur l'autre 
rive A'; 2» un jalon planté, quelque part, sur A; l'instrument 
relève ainsi l'angle BAD = 0. Ayant ensuite jalonné la droite 
AC que nous Bupposons élevée perpendiculairement à AB', 
au point A, on chemine sur AC jusqu'à ce que l'on ait 
trouvé un point I duquel les points A et B soient vus sous 
l'angle ; soit AIB = t. On Jalonne IB jusqu'à i, ce qui 
donne un certain point H;BH repré- 
sente alors la largeur de la rivière. 
Pour mesurer BH, on observe que 
l'on a 

ÂT = IH.IB = IH(IH + HB^ 
d'oii l'on tire 

(AI + IE)(AI - IH) 



^^rtl 



Fig. tas. 



HB=i; 



IH 



BH : 



On peut aussi, le calcul est même un peu plus simple, 
relever les longueurs AH, IH et calculer BH par la formule 
ÂH' 
' IH ' 

Ces solutions sont très simples, mais elles s'appliquent 
surtout, et avec commodité, au cas où la largeur qu'il s'agit 
d'évaluer est assez grande; ou, encore, à celui dans lequel se 
présentent certaines difficultés, comme colles que nous signa- 
lons plus loin. Dans la pratique, il en est rarement ainsi; la 
question qui nous occupe étant surtout un problème de ponton- 
niers. 11 s'agit, pour eux d'apprécier, rapidement, et pourtant 
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avec une précision suffisante, la largeur d'une rivière sur 
laquelle lia doivent, eniin point déterminé, jeter un pont; 
nous allons indiquer d'abord les solutions qu'ils emploient 
en pareil cas: nous entre roo s ensuite dans l'examen circon- 
stancié de certains cas particuliers, plus difficiles. 

A ce propos, revenant ici sur une idée précédemment 
exprimée, nous insisterons encore sur la nécessité de fournir 
des solutions variées pour les problèmes de la géométrie 
pratique et, surtout, des solutions bien appropriées aux con- 
ditions matérielles qui leur sont imposées. En définitive, le 
problème qui nous occupe en ce moment peut, lhé(*riquemenl, 
être considéré comme identique à celui qui se propose de me- 
surer la distance d'un poiutdonné à un point inaccessible {*), 
problème que nous traiterons avec les développements néces- 
saires dans un chapitre suivant. Mais, dans la pratique, quelle 
différence entre les procédés qui peuvent servir à mesurer 
la largeur d'un fleuve et ceux que l'on doit appliquer à 
l'évaluation des grandes distances, telles que celles qui inté- 
ressent la portée des projectiles! C'est pourquoi, il convient 
toujours, en géométrie pratique, d'examiner avec attention 
si les solutions indiquées conviennent bien, h tous les points 
de vue, au problème que l'on a voulu traiter, et si, pour nous 
résumer, les exigences pratiques inhérentes au tracé que l'on 
veut exécuter, ne sont pas en contradiction matérielle avec 
celles qui ressortont de la solution proposée. 

18. La largeur de la rivière (Solution des ponton- 
niers) (•*), — i" On jalonne sur l'une des rives une ligne 

t'I C'est ainsi que le probiëme est envisagé ordinairement, notamment 
dans Bençerj (loc, cil, p. 4ïil. Ber^rj applique, pour le résoudre, la 
propriété des diagonales du (padrilatère complet, lesipielles se parta- 
gent, comme l'on sait, barmoDiquement. Mais cette solution, sur laquelle 
nous reviendrons, en traitant le problème de la distance d'un point à 
un point inaccessible, très acceptable pour les grandes distances, n'est 
pas assez simple quand il s'agit d'évaluer une distance aussi faible, 
relativement, que la largeur d'un fleuve. 

(") Ces solutions sont empruntées h VAide-mimoireûe Laisnâ k l'usafte 
des officiers du génia |*' édition, iSSl, p. 29i et 5' édition, 1884, chap. V; 
Ponlt mititairei) et, aussi, à l'ouvrage intitulé Ecole de Ponta, 188i, p, 59 ; 
alleR nous ont été signalées par le capitaine Brocard. 
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BP sensiblomcDt parallèle à cotto rive et aussi rapprochée 
que possible du cours d'eau. 

Sur ia rive opposée, on choisît uu point A facile à recon- 
naître et à l'aide d'un triangle rectangle de cordes BCD, dont 
les cAtés ont 3, i et S mètres, ou des équi-multiples de ces 






"^^ 



nombres, on détermine le pied B de la perpendiculaire AB, 
abaissée du point A sur la ligne BF. On promène ensuite le 
triangle do cordes tout tendu sur cette ligne BF, jusqu'à ce 
que l'un des côtés de l'angle droit, celui de 4 mètres par 
exemple, ee trouvantsur la ligne BC on puisse voir le point Â 
sur le prolongement do l'hypoténuse, ou côté de 5 mètres. 
La distance cherchée sera égale aux 3/4 de la longueur BE 
que l'on peut mesurer sur la rive, car 
FG 



2" Déterminer un alignement AB perpendiculaire à la 
^ rive BE. Prendre BE égal h 40 mè- 

tres; EG égal à 10 mètres; mener CF 
perpendiculaire à BC jusqu'à sa ren- 
contre avec l'hypoténuse : 
AB ^ 4FC. 
3° Remarquez sur la rive opposée 
un point À; cherchez à l'œil, sur la 
rive où vous êtes, un autre point B, 
Ftg "'- perpendiculairement opposé au point 

A; mettez le côtà d'un cordeau perpendiculaire dans la 
direction de AB, prenez des pointa et D sur les prolonge- 
ments des côtés à angle droit du cordeau, et à dos distances 
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arbitrairos du point B : élevez, au moyen du cordeau, la 
perpendiculaire CE jusqu'au prolonge- 
ment de AD; mesurez BC, BD et CE, 

BC X BD „ 
ot vous aurez A.a — „ - _v,^ - En 

retranchant ensuite, de cette valeur, 
la distance du point B à la crête de 
la rive, vous obtiendrez la largeur do 
la rivière. 

4' Si l'on n'a point de cordeau h per- 
pendiculaire, on détermina comme ci- '"' ' ' 
dessus les points A et B; on prend sur AB prolougé un 
point quelconque G; on choisit un point arbitraire D hors 
de la direction AB; on marque le point E, milieu do CD; 
on cherche le poinl F, rencontre des alignements BD et AB, 

et on mesure BC, BF, DP; or, on a FG: BF:: EG ou ^. 

DF — BF 
AB, mais FG — ^ ■ donc 



DF - BF ■ 
d'autant plus exacte que la diETc- 
rence DF — BF est plus grande. 
S" Enfin, le procédé suivant 
ne donne aucun calcul à faire, fig_ y^3_ 

Prenez do même, sur les rives, les pointa A et B perpendicu- 
lairement opposés; à la droite, par exemple, do B marquez 
un point quelconque G, à par- 
tir du point B, ot sur CD pro- 
longé, rapportez la distance 
BC, de B en D; marquez le 
point D ; prenez un point qnel- ^ 
conque E sur l'alignement des 
points A et C; et rapportez la 
distance EB sur la ligne EB 
prolongéedeB enF; cherchez 
le point G sur les directions 
de D ot F et du B et A; mesurez BG qui ost égal à AO. 
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Si l'on avait fait BD = — BG et BF = — BE, on aurait eu 

10 10 

BG = — AB. 

lO 

19. La Solution de Vauban. — Scrvois {toc cil. 
p. 60) B'occupant du problisme de la distance d'un poiut 
h un aulro point inaccessible dit : « On connaît la méthode 
attribuée à Vauban : elle suppose la construction d'angles 
droits, ou au moins d'un angle égal à un autre et requiert 
un chaînage assez long, » Mais il ne donne aucun rensei- 
gnement sur cette construction. 

Le procédé que Vauban indiquait (*) pour mesurer la 

(*) Vaubao, Tfaité de [attaque des places. Je dois ce renseiguemeot à 
l'obligeance de U. Louis IJÈgc d'iray. lieutenant d'artillerie. L'oiem- 
plaire de Vauban que possède cet officier n'est pas daté; il a été im- 
primé chez BarroU et Magimd, gtiai det Auguitim, à Paris. La question 
prôscDte y est exposée au chapitre VI, lequel Iraitc de l'ouverture delà 
tranchée, p. 50. 

D'aprÈs les rcnseignemenls que noua comœuiiiquc à ce propos 
M. d'iray, la première édition de l'ouvrage de VauLan, a dû 3tre celle 
qu'a édilée Jombert, tue Daupbiae, ii Paris; Elle date de 1769. Labiblio-' 
thèque de l'Ecole de Saumur possMe un exemplaire de l'ouTrage eo 
questioD ayant pour tous-titre : Nouvelie édilUin, revue, rectifia, aiigiaeittêe 
de déoeloppemeati, de notes et de planches ; par F, P. Foissac, chef de brigade 
ait corps da génie de la République française; à Paris, chez ilagimel lita^lre 
pour fart militaire et les sciences et les arts, quai des Augusliru, près k 
Pont-Neuf; l'an troisième de la République. 

Dans cette édiliou, la question est traiiée au chapitre VI, p. 131; 
mais le texte de Vauban a, en grande partie, disparu; l'ouvrage a élé 
proroudènient remaoîâ, mis au goUt du jour, et, comme nous l'écrit 
M, d'Iray, c'est presque autaol un ouvrage de Foissac, écrit sur le 
cadre du livre de Vauban, qu'une édition de Vaubaii. 

Aux rense^emenlB qui précèdent, noua ajouterons encore les sui- 
vants qui nous ont été communiqués par M. Bertrand, capitaine du 
génie & la sectiou technique du ministère de la guerre. 

Le manuscrit de Vauban sur l'attaque des places a été rédigé pour le 
duc do Boui^ogue «l prtSscnté & ce Prince en 1704 ; la bibliothèque du 
ministère de la guerre possède cet ouvrage précieux revêtu de ta signa- 
ture do l'auteur. Des copies n'ont pas tardé a circulerdans toute l'Europe et 
une première ëdiiiou parut k la Haye, impj'imiSe par de Hondt, en 1737. 

La dornifere édition est celle qui fut publiée en 1829 {Traité des slèga 
et de l'attaque des Places par le maréchal de Vauhan; nouvelle édilion 
entièrement conforme au munuscrit préfentô par l'auteur au duc de 
Bourgogne; par M. Augoyat, chef de bataillon du Géuie; Paris. Ânselin 
successeur c'e Magimel). 

Nous devons ajouter que la solution de Vauban se trouve cxposiM;, 
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distance de l'ouverture de la tranchée au chemin couvert n'est 
autre chose que la Bolutiou exposée plus haut (g 18; 9f). Noub 
croyons intéressant, ne serait-ce qu'au point de vue historique 
de rapporter ici, dans ses termes mêmes, la solution do Vau- 
ban. Il convient toutefois d'observer, comme le fait Servois, et 
la remarque a son importance, qu'elle n'exige nullement 
l'emploi de l'équcrre ordinaire. Il suffit que les droites AB, UD 
(fig. 141) dont il est question soient parallèles; pour atteindre 
ce but, la fausse équerre suffit. Quantau chaînage uécessairo, 
contrairemeot ht ce qu'en pense Servois, il est fort rapide; il 
faut observer, en effet, qu'il se réduit au relevé de la longueur 
CF et que les piquets fixés sur BC ne sont pas déterminés par 
des chaînages, mais simplement par un cordeau, plus ou 
moins long, que l'on porte successivement do B en B', de B' 
en B", etc.; opération simple et rapide. 

Quoi qu'il en soit, voici la solution en question; elle 
B'applique également bien aux grandes et aux petites distan- 
ces. On observera seulement, dans le cas des grandes distan- 
ces, qu'il faut augmenter lo nombre des piquets placés sur BC. 
On peut, parexemple, placer dix piquets équidistants entre B 
etC; E représentant le dixième piquet, il suffit alors démulti- 
plier CF par 10. 

8 Soit (fy. 141} A l'angle du chemin couvert et B le lieu où 
l'on veut ouvrir la tranchée après avoir pris gardeà se mettre 
on lieu oîi l'on puisse avoir l'espace nécessaire à l'opération, 
il n'y a qu'à former l'angle droit B et tirer la ligne BC (avec 
des piquets) do 6o ou 8o toises, plus ou moins. Vous cou- 
perez cette ligne en 3 ou 4 parties égales. Cela fait, sur son 
extrémité C, formez un autre angle droit BGD alterne au 
premior et tirez la li^ne CD indéterminément, alignez l'un des 
piquets de la transversale BC, comme E. avec l'angle du 

antérieurement, dans l'ouvrage, intitulé : R. P. Cl. Fr. Millet Decbales, 
e Societale Jesu, Cursus teu mwidus malhematicua univeriam Mathesin 
tribus tomu complectent. — Liigduni M DCLXXIV. On trouve la solution, 
espoaée depuis par Vauban, dans le rolume cité, à la page 331 dulivrel"' 
el datiH la partie intllulée Gmmetriœ practicœ. 

L'ouvrage en question a été cité par Chastes (Aperçu historique; pp. 271 
et 433) ; il lui donne la date de 1690. — L'édition que nous avons eue eoub 
les jeux oBt antérieure, comme Ton voit, à celle que Cbasica a consultée. 
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chemm couvert A. Vous aurez deux pointa qui serviront à 
faire trouver dans leur alignement le point F sur la ligne 
CD, Uesuroz ensuite CF avec une toise pour connaître sa 
longueur; ensuite, si CE est le tiers do BË, prenez trois 
fois la longueur CP, vous aurez la distance AB connue en 
toises. * 



20. La largeur de la rivière (Cas particuliers). — 
Les solutions que nous venons do reproduire supposent, 
toutes, la possibilité d'elTectuer, sur la rive où l'on est placé, 
des tracés exigeant l'emploi d'une certaine étendue de ter- 
rain. Nous examinerons ici quelques cas particuliers, se 
rencontrant dans la pratique, et pour lesquels les solutions 
précédentes pourraient se trouver en défaut. 

^-j. *■ l''Noussuppo8erons d'abord 

qu'on arrîïe on B, à la rivière 
qu'il s'agit de traverser, par 
uno route A, normale à sa 
direction, et bordée de ter- 
rains dans lesquels on no 
peut pénétrer {groupes de 
maisons , marécages , coUi - 
nés, etc....). On vise le 
point A, opposé à B, et, après 
Ftg 4*5 avoirjalonné la direction AB, 

on relève, suivant BOA', avt c la fausse équerro, l'angle BOA. 
La largeur est égale à BA'. 
2" Admettons maintenant 
que , dans les conditions 
précédentes, la route A soit 
obliquu à la direction de 
la rivière. Alors, on peut 
exécuter le tracé indiqué 
par la figure 146, et, après 
avoir effectué le jalonne- 
ment OC, perpendiculaire à 
- -H- «e- OA, et le jalonnement BC, 

élevé perpendiculairement à la direction de la rive, au point B, 
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au point A déjà visé, on a 

3° Imaginoos enfin que l'on ne puisse opérer que sur une 
bande de terrain, assez 

étroite, située entre la nvie -=Ji -^^a- 

re et un terrain TJ, inacces ~~ 

sible. Soient , . A deux ^ 

points opposés; on vise A, 

d'un point P arbitrairement 

choisi ; soient PQ la per 

pendiculaire à AP, et OQ la 

perpendiculaire abaissée de 

O sur PQ. 

Les triangles semblables AOP, OQP donnent 

- = <■ 

En prenant le point P, suffisamment près de 0, on aura 
un triangle OQP aussi petit que l'on voudra et cette remarque 
permet de voir que la construction indiquée sera toujours 
réalisable, si restreinte que soit la partie accessible du terrain. 
Pour rendre l'approximation obtenue aussi bonne que possi- 
ble, OD doit choisir P de façon que Q soit à peu près sur la 
ligne de séparation de i et de U ; en général, on doit éviter, 
autant du moins que les circonstances le permettent, de 
prendre sur le terrain une hase de trop grande, ou de trop 
petite dimension. Dans le premier cas, les mesures sont 
longues, et il y a perte de temps; dans l'autre cas, les erreurs 
commises sont relativement plus grandes, et les résultats 
obtenus n'ont pas une approximation suffisante. 

Reharqub. — La traversée d'un fleuve se présente, à tous 
les pointa de vue, dans des conditions préférables lorsqu'elle 
peut s'effectuer devant une lie. A ce propos, un problème 
surgit, que nous allons résoudre; c'est celui dans lequel on 
se propose de déterminer la largeur du bras qui est situé 
de l'autre côté de l'Ile. 

Ayant jalonné une droite A, perpendiculairement à la direc- 

(1. DE L. — GÉOUÉTBIE DE Lt RÈOLE- 11 
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tioQ de la rivière, et passant par le point G, extrémité de 
rUe; d'un point 0, arbitrairement cboisi sur la rive accessible 
on vise; 1° l'extrémité 
C; 2» le point D qui, 
sur la rive opposée, est 
déterminé par l'obser- 
vateur placé sur A et 
visant G dans une di- 
rection perpendiculaire 
à A. Avec la fausse 
équerre, on relève suc- 
cessivement les angles 
HOG, HOD que l'on re- 
porte en HOC, HOD'. 
La droite GDT repré- 
sente la largeur demandée. 

Si la rive de l'Ile qui est invisible est supposée sinueuse, 
la distance cherchée pourra être plus faible que G0; mais, 
dans tous les cas, on est assuré de pouvoir traverser le second 
bras avec un pont dont la longueur est, tout au plus, égale à 
CD; c'est un renseignement qui n'est pas inutile et que l'on 
peut désirer connaître, avant de commencer le passage. 

21. — Examen du cas où les rives oe sont pas 
parallèles. — Soient A, à' les rives que nous ne supposons 
plus parallèles; il s'agit de jeter, sur elles, un pont partant 
d'un point déterminé 0. 

On rencontre une première difficulté qui tient à ce que la 
direction du pont devant être perpendiculaire à A', pour des 
raisons évidentes, il faut, avant tout, déterminer la direction 
de A' par une droite tracée dans la partie accessible du ter- 
rain. Nous donnerons, dans un chapitre suivant, diverses 
solutions du problème qui se présente ici ; mais, sans renvoyer 
à ces solutions, nous indiquerons, dès maintenant, celle qui 
nous parait la mieux appropriée au cas présent. 

Du point 0, visons sur A' deux points A et B ; puis ayant 
relevé l'angle AOB marchons sur A jusque ce que nous 
trouvions un point 0* tel que AO'B = ÂOB, Le quadrilatère 
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AOB'B étant iûscriptible, si l'on relève l'angle BOC et si, 
par le point 0', on trace O'ar tel que AO'a = BO'O = BAO', 
la droite O'a; est évi- 
demment parallèle à 
A'. Le pont jeté, du 
point 0, doit donc 
avoir la direction de 
la droite Ojt, droite 
perpendiculaire à 
O'a. 

Il faut encore dé- 
terminer la longueur 
de ce pont. Le point 
P qui, sur A', repré- 
sente l'extrémité du 
pont, peut être déter- 
miné par la ligne de 

visée lO; il suffit d'observer un arbre, une pierre, ou le 
moindreobj et, placé, 
sur A', dans le pro- 
longement de zO. Il 
est donc possible de 
déterminer avec l'é- 
querre ordinaire le 
point Q, oti P se 
projette sur A. Les 
angles POR, OQR 
étant droits, on a ^ 

'QR 
Cette relation per- 
met de calculer PO. 

22. Le passage ^^^ ,„ 

aa confluent. — 

Imaginons que deux rivières R', R' viennent se réunir en G, 
pour former une troisième rÎTiire R. Oa peut se proposer 
d'effectuer le passage en coupant successivement les rivière» 
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B', R"; dans cette hypothèse, un problème que nons u'avons 
pas encore traité apparaît ici, et l'on peut demander d'évaluer 
la lai^ur de R'. 

Ayant, d'un point de la rive de A, visé un point A de 
A' sur le prolongement de OC, on jalonne les droites HA', 
KB' perpendiculaires à A et passant respectivement par les 
points A et C. Avec la fausse équerre, on relève les angles 
AOH, BHO que l'on reporte en HOA', B'BO, comme l'indique 
la figure. Il est évident que le triangle A'B'C est égal au 
triangle ABC et que, par suite, la laideur de R' est égale à 
la distance do 0' à B'A'. 

23. Le cas de la rlTiôre ou du fossé inac- 
cessible. — Il peut arriver que l'on ne puisse, immédia- 
tement du moins, approcher de la rivière; on veut pourtant, 
pour le moment favorable, préparer toutes les choses néces- 
saires au passage et, dans ce but, on désire connaître sa 
largeur. Dans d'autres cas, le problème se présentera sous 




Fig. 151. 

une autre forme et l'on ae proposera de déterminer ta largeur 
d'un fossé dont les bords sont visibles, mais inaccessibles. 
Pour fixer le langage, nous raisonnerons dans cette seconde 
hypothèse. 

Nous dirons d'abord comment on peut tracer une parallèle 
ans bords A, A' du fossé considéré. 
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Soit un poste d'observation (*); distinguons sur A deux 
points C, D; et, sur &.', deux autres points À, B, tels que les 
droites AC, BD passent par 0; il est évident que la parallèle 
inconnue est une droite PQ partagée par le point et par 
les droites BC, AD en deux parties égales. On peut jalonner 
les segments S, S' des droites BC, AD qui sont situées dans la 
région accessible et résoudre alors le problème connu : mener, 
par 0, une droite partagée en deux parties égales par les 
segments S, S', 

Pour résoudre ce problème : par (fig. 152), on mène une 
droite arbitraire, et l'on prend OH' = HO; si, par H', on 
mène H'P parallèle à S', en joignant ^ ^ 

PO, on a la transversale demandée. 

Cela posé, menons {fig. 433) MNRS 
parallèlement à OC et prenons RS : 
— MN; nousaTons OT = CA. En abais- * 
sant de T la perpendiculaire TH sur 
PO, TH représente la largeur du fossé. 

Deuxième Solution. — La solution 
précédente exige un certain effort, 
portant sur la réalisation des jalonne- 
ments qu'elle nécesltc; mais il faut 
observer que le problème que nous 
traitons ici est, relativement, difficile ; ■'\ 

et il ne paraît pas aisé de le résoudre, Fig. iss. 

sans une certaine complication de lignes et de mesures. 

La solution que nous allons indiquer maintenant n'est pas 
d'ailleurs sensiblement plus simple que la précédente, mais 
elle devrait être substituée ii celle-ci dans le cas où les droites 
BC, AD que nous avons considérées tout à l'heure, feraient 
entre elles un angle trop grand ; auquel cas il résulterait, 
pour PQ, une longueur trop considérable. 

(*) Pour ne pas donner k celte figure des dimcnsiona trop grandes, 
les rapporta des diflérentes lignes ne sont pas observés. Ainsi, dans 
la présente figure, on doit supposer, pour avoir une image approchée 
des choses réelles, que le point est beaucoup plus éloigné de a que 
ne le montre notre dessin. Cette observation s'applique à plusieurs 
autres figures de cet ouvrage. 




D,a,l,z.dDvG00gIf 



ICO KSAl SVK U GtOMtTHtE 

ObstTTons sur &' un point A., et, sur A, deux pointe B, G. 
Ayant tracé les droites 
t et 9, du moine dans 
la partie accessible, 
puis les parallèles 3, 
4, 8, 6, 7 et 8; nous 
obtenons trois points 
À', B', C; la largeur 
du fossé est égale à la 
distance Â'H' du point 
A' à la droite B'C. 

24. Le pont obli- 
que. — La nature du 
terrain et la violence 
du courant peuvent, 
dans certains cas, et 
bien que cette disposi- 
tion soit généralement défavorable, nécessiter la pose d'un 
pont oblique à la direction du 
^^^^ fleuve. Dans ce cas, après avoir 
^__^^__ ^^^ fiïé les points A et B entre 
^~~j' _ riErz^ lesquels on veut jeter le pont, on 
1 peut demander de calculer la 
longueur de celui-ci c'est-à-dire 
Fig. tsâ. la distance AB. 

Soit C la projection de B sur A; on jalonne AD perpen- 
diculairement è la direction AB et l'on a 




Fig. 4Si. 



CHAPITRE III 

LB PROBLiltB DB L'OBSTACLB 

Le problème qui va noua occuper dans ce chapitre est 
celui qui se propose de prolonger un alignement au delà d'un 
obstacle ; nous avons déjà signalé, dans le chapitre premier, 
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certaines solutions da ce problème que nous reprenons ici, 
pour le traiter plus h fond. 

25. La solution par l'équerre. — Ia première solu- 
tion que nous voulions indiquer, pour ce problème, suppose 
que l'on ait è sa disposition uoe 
équerre d'arpenteur, instrument qui 
permet de déterminer, rapidement, 
sur le terrain, des angles droits. 
D'ailleurs, pour le moment, nous 
nous accordons uniquement l'usage 
de cet instrument. Dana ces condi- 
tions, la solution ordinaire, celle qui 
exige l'emploi de la fausse équerre, 
devient illusoire; parce qu'elle néces- 
site, outre réguerre, la chaîne, ou, 
tout au moins, le cordeau. 

Soit V l'obstacle que doit franchir 
une ligne A (*}; si l'on effectue les 
jalonnements qu'indique la figu- 
re (**), le théorème relatif aux trois 
hauteurs d'un triangle prouve que * 
les lignes 4 et o se coupent, au 

point M, sur le prolongement cherché A'. En répétant cette 
construction une seconde fois, on obtiendra un autre point 
de A' ; et celui-ci se trouve alors bien déterminé. 

En observant que le choix du point A pris sur A, celui 
de B, et la direction de BU sont absolument arbitraires on 
reconnaîtra que, dans la pratique, la solution précédente, 
grâce au jeu laissé aux jalonnements que nous avons décrits, 
pourra, presque toujours, être réalisée commodément. 

(*) Il va. Bans dire, que l'obsUcle est supposé cacher la droite A, 
pour les observateurs placés sur le prolongemeat A'; autrement, la 
dlfficullé qui nous occupe n'existerait pas. 

('*) Noua rappelons qne les angles qui, sur les figures que nous 
employons, sont marqués d'un petit arc de cercle, sont des angles 
droits; nous avons déji fait cette convention; elle nous permet une 
iMaction pins rapide. 
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26. — ItEHAHQUE. La dietaDce CM peut d'ailleurs se cal- 
culer facilement. 

Une propriété coDnue donne, en effet, 
AB.BM = CB.BH. 
Cette égalité permet d'évaluer BM, quand on a relevé, par 
un chaînage, les longueurs accessibles AB, CB et BH. 

27. Prolonger une droite AB dont les extrémités 
sont séparées par un obstacle. — Le théorème qui 
vient de noua servir dans la solution précédeute peut être 
utilisé dans le problème que noua allons considérer main- 
tenant. Ce problème peut se définir ainsi : Deux points A 
et B sont situés de part et d'aulre d'un obstacle U qui rend 
l'uu d'eux invisible pour l'observateur placé dans le voisi- 
nage de l'autre; on propose de jalonner les prolongements de 
la droite AB, de part et d'autre de l'obstacle. 

Prenons arbitrairement un point G, puis, avec l'équerre, 
effectuons les constructions (1, 2, 3, 4, 5, 6, 1, 8); la droite A 
ainsi obtenue représente l'un des prolongements demandés. 
H va, sans dire, que le point C sera choisi de façon h 
_ permettre le tracé 

^ des alignements 
dans les régions 
accessibles du ter- 
rain sur leque.l on 
opère; si l'on veut 
avoir l'autre prolon- 
gement, celui qui 
passe par A, on de- 
vra répéter, au point 
les opérations 




correspondant aux lignes 
obtenir A. 



qui ont été jalonnées pour 



28. — Beharqde. Si l'on rencontrait, dans le voisinage 
de B, un second obstacle V, on profiterait de la droite HD qui, 
dans la partie accessible, est parallèle à AB, pour elîeetuer 
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le tracé de A, comme l'indique la figure 158. Noua exami- 




nons d'ailleurs, plus loin, et avec plus de détails, le cas des 
deux obstacles. 

29. La solution par les alignements. — Nous alloua 
supposer maintenant que l'on n'ait à sa disposition aucun 
instrument d'arpentage et nous nous proposons de résoudre 
le problème qui nous occupe par de simples alignements. Le 
nombre des solutions du problème ainsi posé est indéfini; 
les théorèmes relatifs à trois points en ligne droite (*) 
théorèmes que la géométrie élémentaire procure avec abon- 
dance, fournissent autant de réponses à la difficulté en 
question. Le livre des Porismes, notamment, est plein de 
propositions susceptibles d'être appliquées au cas présent; 
mais il suffit de signaler cette mine, sans qu'il y ait intérêt à 
énumérer toutes les ressources qu'elle renferme et noua nous 
bornerons à signaler quelques solutions, plus particulièrement 
simples. 

La première qui se présente à l'esprit, solution donnée 
par Servois (**), par Bergery (•**), et probablement par 
tous ceux qui ont écrit sur cette matière, est celle qui prend 
pour base la belle propriété des diagonales du quadrilatère 
complet. Voici d'ailleurs le détail des opérations qu'il faudra 
faire sur le terrain, quand on voudra l'appliquer. 

On choisit, entre les points A et B, arbitrairement, un point 



(') Par exemple, celui que n 
partie [$§ 19 et 20). 
(••) Loc. cit., p. 3i. 
(•••) Loe. Bit., p. 10 



i démontré dans la première 
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G, pins voisin de B que de Â et d'autant plus TOisin de À, 
que l'obstacle pro- 
posé a une plus 
petite étendue. On 
effectue alors les 
alignements (i, i, 
3, 4, a, 6) indiqués 
par la figure. Li 
droite NP va passer 
par le point C, con- 
jugué harmonique 
£ de C par rapport 
au segment ÂB. En 
Fig. 4U. " répétant une secon- 

de fois (*) la construction précédente, on obtient finalement 
deux droites telles que NP qui, par leur intersection, déter- 
minent un point du prolongement cherché A. Ainsi, on pourra, 
par de simples alignements, se procurer autant de points que 
l'on voudra du prolongement cherché. 
Quant à la distance ÂC' elle se calcule par la formule 




AC AB AC 
une tahle des inverses des nombres entiers, table dont nous 
nous occuperons dans le chapitre suivant, permet da calculer 
trës rapidement la longueur AC. Si l'on n'a pas à sa dispo- 
sition la table en question, on fera le calcul de AC au mo;en 
de la formule précédente. 

DEDXifeMB Solution. — On peut obtenir le point C, dont il 
est question dans la solution précédente, par une seule opé- 
ration comme noua allons le montrer. Cette seconde solution 
n'est pas, somme toute, sensiblement plus simple que celle 
qui est indiquée ci-dessus, mais elle donne lieu à une cer- 
taine vérification, présentant un intérêt pratique. 

Conaidérons, comme tout à l'heure, un quadrilatère com- 

(*) Dana ce second tracé il but observer que les jalonnements 1, 2, 
3 peuvent servir et qu'il suffit, par conséquent, de modifier la position 
du point Q sur HC. 
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plet dont les points donnés A et B sont deux sommets; puis 
joignons le point 0, point de concours des diagonales eux 
points A et B; nous obtenons ainsi quatre points I, H, E, L. 
II est facile de reconnaître que les droites HE et IL con- 
courent au point C. 
En effet, la figure ABMOEH constitue un quadrilatère 




Fig. IW. 
complet et la diagonale EH doitcouperABau point conjugué 
harmonique de G; c'est^-direau point G'. Cette remarque s'ap- 
plique, bien entendu, à IL et l'on a, de la sorte, trois droites 
KH, NP, IL concourant en C De là, résulte, pour le point G', 
HQ point de vue pratique, une détermination plus sûre. 

On peut résumer les deux solutions précédentes en obser 
ïaat qu'à un point Q pris sur MC correspond une droite NP 
passant par le conjugué G'; pour déterminer celui-ci, il faut 
prendre deux points tels que Q et l'on obtient deux droites 
telles que NP ; c'est la première solution. Mais, si l'on choisit 
pour second point Q, le point lui-même, chose naturelle 
an fond, alors, on a la seconde solution. Gelle-ci n'est donc 
en définitive qu'une réalisation particulière de la première, 
accompagnée d'une remarque pouvant d'ailleurs s'appliquer 
i ta construction obtenue en prenant sur UG, pour second 
point Q, un point quelconque. 

TaoïsitHi Solution. — Une solution nn peu plus rapide, et 
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bieo distincte des précédentaa, est celle qu'on obtient en 

appliquant le principe de la transformatioD homologîque (*). 

La figure montre comment on a obtenu le point G sur Is 

prolongement 




V t'ig. 161. 

alignements 1, 2, 3, 4, la position de la droite 5, et même la 
direction de la droite 6, restent arbitraires, oq voit qu'il y 
aura moyen, dans la plupart des cas, même dans ceux qui 
offrent une certaine difficulté pratique, de disposer les ja- 
lonnements de façon à déterminer la position du point C. 

Le calcul de BG est moins simple que dans les solutions 
précédentes. Il faut avoir recours au théorème de Ménélatis 
qui donne ici 

BC=ABÎ^. 
np.mA. 

Il y aurait cinq droites à cbainer pour obtenir BC; cette 
formule paraîtra donc compliquée, du moins, comparée à 
celle que nous avons donnée dans la première solution. 

Nous voulons borner à ces trois procédés (qui n'en forment 
réellement que deux, comme nous l'avons fait remarquer) la 
solution du problème de l'obstacle, par des alignements. On 
observera certainement que ces procédés offrent, dans la pra- 
tique, une certaine complication qui tient au nombre asaei 



CI On sait ({Qe le théorèine en question est d& à Das&ipies; voyez 
OEuvres de Desargues, riuaia et analysât par Poudra; Pitris, 1864, I. 1, 
pp. ^13, 430. On trouvant une analyse de l'ouvrage <dtë dans \è tome 111, 
sërie II, des Nottvelisi Annatei. 
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grand des alignements qu'ils nécessitent. Mais la raison 
de cette complication est naturelle, et il parait difficile d'ima- 
giner, sans autre instrument que le jalon, une solution pins 
simple que celles que nous avons fait coanattre dans ce 
paragraphe. Il n'en est plus de même quand on s'accorde 
le droit de mener des parallèles, opération qui peut se faire, 
très rapidemeut, avec la fausse équerre ou avec l'équerre 
ordinaire. Ou peut alors, par l'emploi simultané des aligne- 
ments et de l'équerre, obtenir des solutions très simples du 
problème en question. Nous allons en indiquer quelques-unes. 

30. Les solutions par réc[uerre et les alignements. 

— Les solutions que nous allons développer dans ceparagraphe 
Ec distinguent de celle que nous avons donnée plus liaut 
(5 23) eu ce que l'on ne fait usage de l'équerre que pour mener 
des parallèles, et non pour élever des perpendiculaires. Il y a 
là, au point de vue pratique, une différence que l'on appré- 
ciera, sans que nous ayous besoin d'y insister. Il résulte. 
notamment des conditions dans lesquelles nous nous plaçons 
ici, que la fausse équerre, pour les solutions que nous avons 
en vue, est tout aussi bonne, pour ne pas dire meilleure, que 
l'équerre ordinaire; car, bien que la fausse équerre puisse 
servir, comme nous t'avons montré, au tracé des perpendi- 
culaires il faut reconnaître qu'elle n'arrive pas à ce tracé sans 
un certain effort et l'on doit considérer la fausse équerre 
comme étant, avant tout, l'instrument des parallèles. 

Pbbuière SoLDTio.y. — Considérons un triangle À6C, et 
soit AD une droite a 

quelconque issue de // ^. 

A et rencontrant BC / 1 

en D ; menons MN Jî^— r '7J'-"'*\ 

parallèlement à BC y/ ,--r*'j' \ 

et joignons enfin BN /_,--''' / j^^- N 

qui coupe AD en P, é'' g " ^^^~^^ * 

puis MP; celte der- " v Fig.m. 

nière droite coupe BC en un point Q qui reste fixe quand MM 
se transporte parallèlement à elle-même (*). 

I*) Cette propriété &it partie de tieote-buit lemœes de Fappus sur les 
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En donnant à MN deux positions arbitraires on obtient le 
point Q et l'on achève la construction en menant par Q une 
parallèle à MN. 
Il reste à indiquer comment on évalue BQ. 
De la relation 

BD* = IX}.DG, 
on déduit 

BD* = (BQ - BD)(BG - BD), 



BQ BD BC 
Cette formule permet, dans tous les cap, decalculerBQ; mais 
si l'on possède la table des inverses, à laquelle nous avons 
déjà fait allusion, le résultat sera lu immédiatement sur 
cette table. 

SKCOHDESoLUTiaïf, — Voîci uue seconde solutîon ; elleezige, 
il est vrai, un emploi plus continu de la fausse éqiierre, mais 
elle présente l'avantage de donner un point C symétrique du 
point A, par rapport à B, ce qui, à l'occasion, peut être utile. 
Dans tous les cas, 
pour mesurer BG, 
on n'a aucun nou- 
veau chaînage à 
faire, puisque BO 
;., = AB. 

c Ayant détermi- 

■'' né, quelque part, 

*■'' les extrémités M, 

N d'un segment parallèle à AB, on effectue les alignements 

(1,2,... 1). Les droites 4 et 7 concourent en un point C situé 

sur AB et tel que BC = AB. 

Porismes d'Euolide (Voyez: It* trait livrw de» PorùmM, p, 89; proposi' 
Uoa VU). 
Elle 6e démontre Immédiatement en observant qae l'on a 
Ul BD . , Ml DQ 

Ces ^alités donnent par eomparaisoa 

BD* = DQ.I>C. 
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En effet le trapèze MNAB donne (première partie, § U) 

I _ I ! 

ïk~mn\âb' 

De môme, dans le trapèze MNBG, nous avons 

Ces égalités prouvent que MK coupe ÂB au point C, symé- 
trique de A par rapport à B. 

Cette remarque, appliquée aux droites 4 et 7, établit l'exac- 
titude de lu construction précédente. 

Noua bornerons là les solutions que nous voulons indiquer * 
pour résoudre le problème qui vient de nous occuper ; mais, 
en terminant ce chapitre, nous allons encore examiner 
quelques cas particuliers intéressants, auxquels les solutions 
précédentes ne sauraient convenir. 

31. Le cas des deux obstacles. — On peut imaginer 
que le point qu'il faut obtenir, au delà d'un obstacle donné, 
soit situé dans un terrain oti les alignements dont nous avons 
parlé, dans les diverses solutions qui précèdent, ne puissent 
être exécutés. Tel est le cas oh un autre obstacle se trouve 
situé dans le voisinage de celui que l'on veut franchir et dans 
la partie où doit pénétrer le prolongement cbercbé. 

Nous indiquerons deux cas correspondant à ce geore de 
difficultés. 

PaEHtBB Cas. — Supposons d'abord que l'on puisse jalonner, 
entre les deux obstacles, une ligne droite ne rencontrant ni l'un 
ni l'autre de ces obstacles, et, néanmoins, assez étendue poor 
pénétrer dans les régions oh peuvent, sans difficulté, s'effectuer 
les alignements nécessaires, représentés par la figure 164. 

Soit Q (*) le point oii ÂR rencontre PC; le tbéorème de 
Jean de Ceva, appliqué au triangle APQ, donne la relation 
PC _SP AR 
QC ~Is'rq' 

On comiatt donc le rapport des segments PC, QC et leur 
somme ; le point C se trouve ainsi déterminé. Maie cette solu- 
tion exige plusieurs chaînages. 

(<*) Cette lettre a été omise bui U âgure. 
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Si la droite RS rencoub^ PQ dans les limites du terrain (et 
l'on peut toujours, par quolques tàtoaaements, faire eo sorte 
qu'il en soit aiuai ; il BufBt de rapprocher sufBsamment Q du 
point inconnu C), on a 



ce C'Q CP 
et la table des inverses, 
dont nous parlerons 
bientôt, par un calcul 
rapide, donne C'C. 

Pour prolonger AB 
au delà du second ob- 
stacle, on pourra mener, 
parles points P, Q, des 
parallèles À, A' à AB, 
et, après avoir jalonné 
Fig. isi une droite C'Q'P', on 

prendra sur cetle-ci un point G', la longueur C'C étant calculée 
au moyen de l'égalité 




ce CQ' CE" 
On peut d'ailleurs, la chose est manifeste, obtenir le pro- 
longement S de AB en considérant les deux obstacles U et V 
comme constituant un seul et même obstacle. Alors pour 
déterminer 8 , on appliquera Tune des méthodes que nous 
avons indiquées plus haut; ou toute autre, car elles sont 
innombrables. Mais on a bien compris que l'intérêt de la 
remarque précédente porte, non, sur la construction de S, 
mais uniquement sur la détermination du point G, point situé 
entre les deux obstacles et sur le prolongement de AB. 

Second Gas. — Supposons maintenant que les obstacles U 
et V soient disposés comme le montre la fig. 465; alors 
on ne peut prolonger PC de part et d'autre des obstacles, 
comme dans le cas que nous venons d'examiner. Sans doute, 
on pourrait répéter la construction indiquée eu prenant les 
points P et Q sur une semi-droite partant de la région com- 
prise entre U et V; mais noua profiterons de la disposition 
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particulière que nous venous d'imaginer pour signaler uue 

autre solution. 
Jalonnons deux alignements AR, AS, et d'un point M, pris 

sur AB, abaissons des perpendiculaires MF, MQ; puis, jalon- 
nons une droite BS parallèle à 

PQ et choisie de telle sorte que 

les perpendiculaires élevées aux 

droites A, A' aux points B, S, 

pénètrent dans la région qui est 

située entre U et V. Nous avons 

ainsi construit deuxfiguresliomo- 

thétiques, et le point G, obtenu 

par cette constructioD, est situé 

sur AB. f'ff- 

Si l'on opère avec une fausse équerre.on remplace les angles 

droits quo nous avons considérés par des angles quelconques, 
mais égau>:, deux à deux; le principe des figures homothc- 
tiques étant d'ailleurs appliqué, comme il vient d'être dit. 

32. Examen du cas où l'obstacle est inacces- 
sible. — L'obstacle peut être inaccessible dans plusieurs 
conditions ; pour chacune d'elles, se présentent des difficultés 
que noua allons successivement considérer. 

Premier cas particutùr. — Supposons, pour donner une 
idée de la difficulté matérielle que nous abordons ici, que 
l'obstacle que nous avons à considérer soit constitué par une 
lie boisée, située au milieu d'une rivière. 

Les solutions que nous avons données jusqu'ici supposent, 
U)ulea, que l'on puisse librement circuler autour de l'obs- 
tacle, au moins dans l'une des 
régions qui correspondent à la 
droite que l'on veut prolonger, 
de façon à pouvoir jalonner les 

alignements nécessaires Dans '~~ ~^^^^if~L-mJV 
le cas présent, les jalonnements - ^^^ ""^^^ï-^-^^ _ 

peuvent bien être faits succès- ^ i r^^^ ' — ' J^S ^^= 

sivement, sur uue rive, puis sui * * 

l'autre; mais il existe entre ces ^'^- '**• 

deux opérations une discontinuité matérielle, causée par Is- 

fî. DR L. — GtoMBTBIK SB LA RBSLE. 13 



A 
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présouco de la rivière qui entoure l'obstacle. Nous devons 
donc indiquer comment doivent être exécutés les jalouue- 
ments, ainsi sépaj-és les uns des autres. 

Soient A et à' deux parallèles tracées sur les rives opposées. 
Pour prolonger AB sur la rive i', à travers l'obstacle U, on 
prendra sur A un point arbitraire C, puis CD — BC et l'on 
fixera des jalons aux points A, G et D. 

Après avoir franchi la rivière, on détermine alors sur A', 
les points C et D' qui, sur i, sont eu ligne droite avec : A, C 
d'une part; A, D d'autre part. Enfin, ayant pris, avec le 
cordeau, C'B' — D'C ; le point B', ainsi trouvé, représente le 
point oii AR prolongé rencontre i'. l''n répétant cotte opéra- 
tion pour une droite A" parallèle à A', ou obtient un second 
point Ji" du prolongement cherché, et celui-ci se trouve, 
ainsi, complètement déteiminé. 

Remarque. — Nous avons suppose, dans la solution précc- 

deuto, que les rives i, A' étaient parallèles, ou, du moins 

que l'on avait jalonné, de part et d'autre de la rivière, deux 

alignements parallèles. Ces alignements imaginés ici, sont 

toujours Taciles à obtenir, soit avec la Tausse équerre, soit 

avec i'équerre ordiuaire. Mais, si l'on n'a pas d'équerre 

à sa disposition, ou peut néanmoins résoudre, sans autre 

emploi que les jalonnements et avec l'aide du cordeau, le 

problème précédent, en opérant comme nous allons l'indiquer. 

Prenons sur A des points C, D et E, soit arbitrai remeut. 

soit, ce qui est préférable, de 

telle sorte que 

ED-^DC-BC; 
nous adopterons cette secon- 
de hypothèse. 

La propriété du rapport 
anharmonique, appliquée aux 
deux ponctuelles qui se trou- 
vent sur A et sur A', doauo 
B'C E'C 

'''-""■ - -B'îy-^m- 

Le point B' peut être déterminé d"apr,"a cette égalité; e(. 
bieu que la solutiou, signalcc ici, présente, dans sa réalisa- 
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lion, quelques lougueurs; elle offre pourtaut un intérêt réel, 
si l'on se refuse l'emploi de l'équerre. 

Deuxième cas particulier. — Deux points A et 6 sont 
visibles, mais ils sont situés duos une région inaccessible; 
on propose de jalonner, dans la région accessible, le prolon- 
gement de AB, en supposant: soit que les points A et B soient 
séparés par un obstacle qui ne permet pas de les viser, simul- 
tanément, dans la région accessible; soit que le segment AB 
rencontre, dans la région oîi il e&t situé, un obstacle qui le 
masque complètement h l'observateur placé dans la partie ' 
accessible. 

Soit V l'espace inaccessible dans lequel se trouvent deux 
points A, B visibles de certains points placés dans la i-égion 
accessible V; mais la droite AB est cacbée par un obstacle U 
pour un observateur placé au point G ou AB rei-contre la 
droite A qui sépare les deux régions V, Y'; et, dans ces condi- 
tions, on demande de déterminer C. 

i" Supposons d'abord que les points A et B ne soieut pas 
1res éloignés de A. Nous pourrons, avec l'équerre d'arpenteur, 
jalonner les droites aA', pB', qui, dans l'espace "V', représen- 
lent les perpendiculaires abaissées des points A et B sur A. 
SoitO le milieu de AB. Ayant jalonné dans V les prolonge- 
ments de AO et de % 
BO, nous obtenons --''■'! 
deux points A', B'. * .-'' 
La droite A'B' reu- v..*^ . 
contre i en C et 
le point inconnu C 
estlesymétriquede 
C par rapport à 0. 

2° Cette solution 
cesse d'avoir un ca- 
ractère pratique si * 
les points A et B '"'>■ '«*■ 
Bontà une grande distance de A {*). Voici, dans cette seconde 
hypotbèse, une solution préférable. 

Cl Cette condition n'a pas été indiquée sur la figure. Pour plu» de 
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Supposons, pour varier la disposition relalivv de l'obstacle 
/ V et des points A et B, que 

_/»■* V soit placé entre A et B ; AB 

v^^; ; rencontre A en un point M 

."^ssS^. ; (jyg nous nous proposons 

_?\;-.. / ; de déterminer. A cet effet, 

prenons dans la partie ac- 
cessible V un point J d'oii 
l'on puisseapercevoirsimul- 
tanémeut A ctB. SoitMDe 
Pig fgg prolongement inconnu de 

AB; avant mené la droite CG parallèlement à A nous avons 
MN _ CD _ CE 
NP ~DF ~BG' 

Cette relation trëssimplepermet de déterminer le poiut Cet, 
si l'on observe que OG est nne droite quelconque, parallèle 
à &, on aura de la sorte autant de points que l'on voudra 
du prolongement de AB. En appliquant la remarque précé- 
dente à L1, droite menée par J parallèlement à A, on a 
IJK _ KJ 
ÏJ~ JL' 
I _ I I 

"" JT ~ J"K " JL' 

Eu utilisant la table aux inverses, on aura immédia te in eut 
la longueur Jl. Si l'un des points est visible du point I (ce 
que nous avons supposé) on jalonnera IM, sans qu'il soit 
nécessaire d'avoir recours à la détermination d'un second 
point; sinon, on fixera la position du point I et du point C, 
comme il vient d'être dit. 

Ti-oisiéme cas particulier. — Enfin, pour amener le problème 
qui nous occupe à une complication plus grande encore, 
supposons que la droite inacessible AB soit déterminée par 

comuioditc, on a donoé i celle-ci de peiilca dimensions ; le lecteur ioui- 
gineraquo l'obaUcle V, ainsi que les points Â et B qui, surla figure 169, 
sont voUina de A, sont, au contraire, beaucoup plus éloignés de celte 
droite. 
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deux points qui ne soienE pa8 visibles à la fois pour l'obser- 
vateur ae déplaçant dans la partie accessible. C'est ainsi que 
dans la ligure 111 la partie accessible est divisée en trois 
régions U, U', U"; de U, on voit A, mais non B; de U", on 
peut apercevoir B, mais non A; cnfîu, de U' on ne peul 
viser ni A, ni B. Dans ces conditions, on propose de jalonner 
dans la partie U', le prolongement de AB. 

Nous ferons d'abord observer que, un point A (fig. 170} étant 
invisible pour on observateur placé en D, on peul néanmoins 



y I I M 

Fiff. iio. Fig. 171. 

jalonner la droite DA" qui représente le prolongement de DA; 
voici comment cette détermination peut être obtenue : 
Traçons deux droites parallèles A'B' et CD; nous avons 
A'A''_CD_ 
B'A' ~ KG' 
Cette égalité permet de calculer la longueur A' A', le point A' 
se trouve donc déterminé. 

D'après cela, nous pouvons {^. 47 i) nous accorder la 
connaissance des droites DA', CB' qui représentent les pro- 
longements des droites DA, CB, bien que. encore une fois, 
ces lignes de visée ne puissent être effectuées. 

Cela posé, considérons le quadrilatère ABCD et la droite A 
qui est parallèle à CD. 

Le triangle A'^DH et la transversale BAI donnent 
BH AA' ID _ 

ba''ad"ih^ '■ 
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d'autre part, dous avons 

AA' _ A' A' 
AD ~"CD 
et 

BH _ BD _ _CD^ 

BA' ~ BB' ^ B-B- " 

De ces égalités, noue concluons 

IH A' A' 

ID ~ B'B' " 

Nous aurions de même 

IC _ A' A' 
IK ~ FB' 
et, par suite, 

IH _ JU _ A^A' 
ID ~ ÏK~ B'B'' 
Le point I cherché se trouve ainsi déterminé. Ou obser- 
vera que les points C et D sont arbitrairement choisis sur la 
droite 5 qui sépare la partie accessible et la région inacces- 
sible; pourvu que, de U, on puisse voir A; et, de D, l'autre 
point B. Quant aux points K et H, ils ont été obtenus en 
visant A et B, des points A", B", déterminés comme on l'a 
expliqué. 

La détermination du point I esige, comme on le voit, un 
certain effort portant, tout à la fois, sur les jalonnements des 
alignements nécessaires et sur le nombre des coups de chaîne ; 
mais le problème, dans les conditions imposées, offre d'évi- 
dentes difficultés. 

Voici d'ailleurs, dans le même ordre d'idées, un problème 
encore plus compliqué. 

33. Examen du cas où les deux points sont Invi- 
sibles. — Nous supposons maintenant que les points A et B, 
qui déterminent la droite qu'il faut prolonger, sont, tout à 
la fois, inaccessibles et invisibles. I^ous accordons seule- 
ment que A est à l'intersection de deux droites données a, 
b'; et, de même, B estdéterminé par les segments p, p', qu'on 
suppose prolongés dans l'espace inaccessible. 
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Soit i uuc droite tracée dans la partie accessible; elle 
rencontre AB en un point 0' que nous voulons déterminer. 




Âcet effet, nous établirons la relation suivante 
Qg.Qb _ O'a.0'6 
Oa'.06'~OV.O'&' ^ '■ 



(') Ce théorème, ou plutflt un de Bes cerollairea, ■ été utilisé par 
S«rToiB pour trouver un point dan* ralignement de> deux poinU de con- 
caun ininsiblet de deusc paim de ligne* données de direction; il vaat mieux 
dire, otoyona-DOus, donn^et de )itua:ion. 

Quoiqu'il en soit, la solution de Servois ne fournit qu'un point par- 
ticulier du proloQu^ement ciierché et celui-ci ne se trouve pas complè- 
tement déterminé. 

Le thëorème en question est dû à Carnot (GéoyiètTie de position, p. 456). 

Be^ery (toc, cit. p. 109) a'eat aussi occupé de ce problème, à propos 
duquel il dit : « Il peut êlre d'un grand secours dans l'alUque des places 
de guerre. Regardons AB comme une portion de la face d'un bt^tioa. 
11 fïiudra, pour détruire l'artillerie pincée sur ccUe 'Ui.ce, ét^ibllr dans la 
campagne une batterie qui l'enfile, et cette batlerie devra avoir une do 
K3 extrémités en un point du prolongement de AB. Or, on ne saurait 
déterminer ce prolongement à l'œil seul, en raison de ce qu'on ne peut 
apercevoir de loin deux points, ni mdme souvent un seul point de la 
face du bastion. 11 s'agira donc, en général, de déterminer le prolon- 
gement d'une droite invisible AB, Voici comment on pourra faire etc. » 

La solution de Berger? est d'aitUurs la mâme que celle do Servois ; 
elle fournit un point du prolongement, mais non un point quelcongw 
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Les triangles Pa'6, Qab' et la transversale O'AB donneul 
O'b AP.Bfc 
O'o'^ Aa.Bp' 
et 

O'o _ Aa.BQ 
O'b-" AQ.B6'' 
d'oïl 

0'a.(yb Aa.Bfc.AP.BQ 
O'a'.O'b' ~ Aa'.Bà'.AQ.UP' * ' 

De même, les triangles Aaa', B66' et la transversale PQO 
donnent 

Oo _ Qa.AP 
Oa' ~ Po'.AQ' 



Oft _ QB.P6 
ÔP~ Qè'.PB' 
par suite 

Oa.Ob _ Qg.Pft.AP.BQ 
Oo'.0fc'~Q6'.Pa.BP.AQ' * ' 

D'autre part, les triangles ANP, BN'Q, coupés par la trans* 
versale i, prouvent que l'on a 

tfA oN 6P _ 
^'bA"6N~ '* 
et 

6^ 6N oQ _ 
6'Q*6B'aN ~ '* 
De ces dernières égalités, on conlut: 
Ag B6 _ Çja.Vb 
Aa'.Bft'^'Qft'.Po'' 
D'aprës cela, la comparaison des égalités (1) et (9) établit 
l'exactitude de (C). 

La relation (C) permet de déterminer le point 0', quelle 
que soit la transversale A considérée; mais cette détermina- 
tion, pour être faite avec simplicité, exige encore quelques 

et ai, comme il arrive le plus souvent, le point trouvé est trop éloigné 
du bastion, le feu de la batterie qui doit enfiler le bastion sera sans effet. 
Ce n'est donc pas im poiut particulier du prolonfi;omeat qu'il {^ut déter- 
miner, mais un point convenablement choisi, dans une portion détermi' 
pée du terrain. 
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précautions, dans le détail desquelles nous devons entrer, 
avant d'abandonner le problème que nous avons en vue. 

On doit d'abord observer que l'égalité (C) semble faire 
dépendre la connaissance du point 0' de la résolution d'une 
équation du second degré, mais il n'j a là qu'une apparence 
et la raison de la simplification que nous signalons ici tient à 
ce que, en supposant le point 0' confondu avec 0, on obtient 
une solution évidente de (C). Malgré cela, la détermination 
du prolongement de AB souiTrirait encore certaines difficultée 
pratiques, si l'on ne faisait pas les observations suivantes. 

Une première remarque porte sur ce fait que AB passe 
par le point J, conjugué harmonique de I par rapport au 
segment MN; cette remarquée été faite par Servois et elle 
ne pouvait évidemment lui échapper. Pourtant, ce point peut, 
dans un grand nombre de cas, être rejeté hors des limites du 
terrain et la question qui nous occupe ne peut être considérée 
comme complètement résolue, par cette seule remarque. 

Mais voici un corollaire du théorème de Camot conduisant 
assez simplement, et dans des conditions pratiques très 
acceptables, à la solution cherchée. 

Soit FCr, une transversale quelconque; supposons que A 



Fig. 473. 
(fig. 472), droite que nous supposerons parallèle à FG, se 
transporte parallèle ment a elle même, jusqu'à ce qu'elle vienne 
passer par le point Q (fig. 173} ; les points a, b' de la première 
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figure vienaent alors coïDCider avec Q et les segmente Oa, Ob' 
sont deux infiniment petits donnant la relation 
T . Oa KG 



Lti 






l'égalité (C) donne donc 

KG QV .oV 

KF'QU~iâ!"' ' 
C'est cett« relation qui constitue le corollaire que nous 
avions en vue; elle permet de trouver le point u, point appar- 
tenant à une partie arbitraire du prolongement cherché. 
Celui- ci se trouve donc bien déterminé, si restreinte que soit 
la partie du terrain accessible sur laquelle il pénétre. 



34. La percée d'un bois. - 



Ce problème de géomé- 
trie pratique a été sou- 
levé par quelques- 
uns {**) de ceux qui oat 
écrit sur cette matière ; 
il se rattache d'ailleurs 
intimement à celui qui 
vient de nous occuper 
dans le présent chapi- 
tre. 

Voici comment on 
peut poser le problème 
de la percée d'un bois. 
On imagine qu'un certain bois doit être traversé par 
une route, allant du point Â au point B; et l'on propose, 




(•) On voit qu'en supposant KF — KG, on déduit de là le théorème 
classique, relatif aux diagonales du quadrilatère complet 

(••) Voyez Bergery (toc. cit. p. 109]. Bergery suppose que la direction 
de la percëe est complètement donnée d'un côté du bois ; dans ces con- 
ditions, le problème revient absolument à celui qui consiste h prolonger 
une droite au delà d'un obstacle; mais le problème, dans les termes oit 
nous l'avons posé, présente un intérêt particulier. 
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pour achever le travail plus rapidemeot, de faire attaquer la 
percée, simultané ment, aus points A et B, eu traçant deux 
alignements, formant une soûle et même droite. 

Ayant jalonné une droite quelconque B'A'C dans la partie 
accessible, traçons trois alignements parallèles, ÂA.', BB', 
ce. Toute la question revient à déterminer le point C, qui 
86 trouve sur le prolongement de AB. Une propriété connue 
donne 

AA'.gC-BB'.A'C- . 
ce ^^, , (1) 

cette égalité permet de calculer CC, quand on a chaîné les 
segments Bff, B'A, A'C et AA'. 

Il est vrai que la formule précédente est, relativement, 
compliquée; mais on peut, dans la plupart des cas, lui sub- 
stituer, pour la solution du problème en question, une éga- 
lité plus simple que nous allons indiquer. 

Le point G' est arbitrairement choisi ; supposons que, au 
moyen du cordeau, nous prenions A'C = A'A ; puis, joignons 
CA' et prolongeons cette droite jusqu'à sa rencontre en M 
avec BB', 

Nous avons 

ca = MB-.^. 

et, par comparaison avec (1) 

MB'. A'C = AA'.B'C - BB'.A'C. 

Mais nous supposons AA' = A'C, cette égalité prouve donc 
quG 

MB = B'C. 

De là une construction très simple pour déterminer le point 
inconnu C, avec la fausse équerre et le cordeau. 

On trace les parallèles AA', BB' et, avec le cordeau, on prend 
A'C = A'A; puis, toujours avec le cordeau, BM = B'C; la 
droite MA' et la parallèle à AA', menée par C, concourent au 
point cherché. 

On déterminera, de même un second point sur le prolon- 
gement de AB et l'on aura finalement, de part et d'autre 
du bois, les deux jalonnements qui doivent être prolongés 
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pour exécuter, comme on l'a proposé, deux percées, partant 
des points donnés A, B, et constituant une seule et même 
droite. 

RiUAii<}i]£ I. — On peut avoir besoin d'évaluer, avant de 
l'entreprendre, le travail nécessaire pour obtenir la percée Â5 ; 
en d'autres termes, on peut demander la longueur ÂB. 

Cette distance s'obtient en observant que 

RaifARQUB II. — Le problème précédent est analogne au 
problème du tunnel; du moins, quand l'obstacle qu'il s'agit de 
percer est tel que les points A et B peuvent être reliés l'un à 
l'autre par un circuit rectiligne, se maintenant dans un ter- 
rain horizontal. Mais, dans le cas le plus ordinaire, celui où 
l'obstacle qu'il s'agit rie percer, de A en B, appartient à une 
chaîne de montagnes, le problème présente alors plus de difS- 
cultés; il exige l'emploi des formules trigonométriques et 
il cesse d'être du ressort de la géométrie de la règle et de 
l'équorre. 

36. Les percées concoiirantes. — On suppose, dit 
Bergory (loc. cit.), que deux allées pratiquées dans un bois 
concourent eu à un rond-point, ou à la grille d'un château ; 
„ et l'on veut, en partant d'un 

point pris sur la limite du 
bois, effectuer une percée nou- 
velle, partant de ce point, 
pour aboutir en 0, 

Au fond, le problème re- 
vient à mener, par un point, 
une droite allant passer par 
le point de concours inacces- 
sible de deux droites don- 
nées; et ce problème peut, 
comme l'on sait.se résoudre 
'''ff- '^*- de bien des façons diverses; 

notamment par la considération des pôles et polaires, comme 
l'a montré Bergery. 
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Nous rapporterons d'abord la coustruction qu'il ludique ; 
bien qu'uu peu longue, elle offre l'avantage de résoudre le 
problème par des alignements, aans avoir recours à la chaîne, 
ou même au cordeau. 

Soient A, A' les alignements donnés, concourant eu 0; il 
s'at^it de mener par G une droite i' allant passer par ce même 
point 0. A cet effet, par (), ou mèue deux transversales AB', 
BA'; les droites AB, A'B' concourent en M. Par M, on trace 
une troisième transversale quelconque MA'B'; on obtient 
alors, comme l'indique la ligure, un point C La droite CC 
étant la polaire de M par rapport aux droites i, i', on sait 
que ce passe par le poiut 0. 

Le problème est donc résolu. On observera que les droites 
AB', BA' donneraient, par leur concours, un point en ligne 
droite avec CC; cette remarque fournit une vérification de la 
construction précédeute. 

Voici, pour le même problème, une construction qui nous 
parait plus pratique; elle 
permet en même temps 
d'évaluer, à priori, le 
travail de l'entreprise, 
ou, si l'on préfère, la 
dépense correspondante. 
Menons, par C, des 
droites Cn, Cn' respecti- 
vement parallèles à A et 
à i'; puis, ayant tracé 
deus jalonnements arbi- 
traires mnp, m'n'p', pre- 
nons sur ceux-ci des 
points p, p' tels que 
tip- mn, n'p' = m'n'. 
Si nous menons alors, 
par p dp', des droites 8, S' parallèles à A et à A', nous obte- 
nons un poiut 0'. La droite O'G passe par 0; de plus, nous 
avons O'G — GO. Cette double remarque nousparaitrésoudre 
complètement, et simplement, le problème des percées con- 
jurantes. 
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36. La percée centrale. — On suppose qu'une route i, 
déjà tracée, traverse uu certain bois U el l'on propose, en par- 
lant d'un point C, d'effectuer une percée nouvelle coupant 
la partie AB, interceptée par U sur A, en deux segments 
égaux. 

La solution de ce problème est des plus simples. Sur 4, 

avec le cordeau, on prendra deux segments égaux AA.', BB' 

; .;^, les points A', B' 

>;^î^i>*^y étant choisis de 

telle sorte qu'ils 

soientviBible8,!'un 

etl'autro, du point 

C, Ayant mené 

MN parallèlement 

k A, la droite qui 

joint C au milieu 

Fig. (77. J de MN passe 

évidemmeut par le milieu I de AB. 

Si, généralisant ce problème, on voulait couper AB dans 

un rapport donné -; on voit qu'on devrait prendre les seg- 
ments AA', BB' proportionnels è j? et à f , puis partager MN 
dans le rapport - • 



CHAPITRE IV 

LA DISTANCE AU POINT INACCESSIBLE 

Nous abordons maintenant les différents problèmes qui 
concernent uu point supposé inaccessible. Parmi ces pro- 
blèmes, le plus connu, et aussi le plus intéressant, est celui 
qui se propose do uiesurer la distance d'uu point donné 
accessible à un autre noint inaccessible. 

Nous avons déjà, au chapitre II, à propos du problème de 
la largeur de la rivière, examiné ce problème, pour lequel 
nous avons indiqué diverses solutions. Mais nous reprenons 



D,a,l,z.dDvG00gIe 



D£ tA RÈGLE ET DE L'ËQUEIIIIE 191 

ici cette intéressante question pour la traiter par des procédés 
variés et avec les développements qu'elle comporte. 

37. Les solutions parla fausse équerre.— Première 

Solution, Soit G Icpoiut situé dans la partie inaccessible TT; 
OD propose de déterminer fa distance du point douué 0, à ce 
point C, 

Daus la partie accessible V, traçons un jalonnement AB 
et prolougoons, suivant OD, la ligne OC. Plaçons ensuite 
la fausse équerre eu uu point ,..,:c 

arbitiairo A et jalonnons la direc- _.. -' '/'/ 

lion AD donnée par l'une des ,.^'' / ; 

branches, l'autre brandie étant ,, -,--', /' / 

dirigée suivant AC. Sans toucher ïi* ::$j^f^gy''^ggy'''f- 
aux branches qui indiquent alors ^^~^~ir 

l'angle DAC, on détermine, par '''"■ "*■ 

ti'i tonnements, un point B de A, duquel ou voit les poiuLs (J 
et D sous un angle supplémentaire de DAC. Nous disons 
qu'il ne faut pas, pour l'opération que nous décrivons, 
modifier la position des branches de la fausse équerre; 
car, suivant qu'on vise deux directions des branches, ou, au 
contraire, l'une d'elles et la direction opposée do l'autre, on 
obtient évidemment deux angles supplémentaires. En un mot, 
la fausse équerre donne, en même temps, un angle 9 cl l'angle 
TC- 0. 

Ayant mesuré, avec le ruban divisé, les longueurs OA, 
OB, OD le théorème de Ptoléinée donne 

Deuxièue Solltion. — Traçons, daus la région du terrain 
sur laquelle on peut opérer, une base OA et jalonnons les 
parties accessibles DE et AC des droites MO et MA, 

Si nous eDTectuona le tracé qu'indique la figure, dans 
laquelle CD et AB sont parallèles à OE, une propriété connue 
donne 

I _ 1 I 

ÔM"^ CÎ) ~ Âïï' 
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Cette égalité permet de calculer OM, quauJ ou a mesuré 
CD et AB; ce calcul Be trouve d'ail 
;V~ leurs immédiatement fait quand on 

j \ possède une table des inverses des 

; ; nombres entiers. Nous avons déjà, 

/ \ précédemment, et a plusieurs repri- 

/ '. ses, fait allusion à celle-ci; et nous 

aurons encore, dans ta suite, pliis 
/ ' d'une occasion de préconiser son 

emploi daus les opérations d'arpen- 
tage. Nous allons, dans le paragra- 
pbe suivant, faire connaître, à propos 
ilu problème qui nous occupe, la 
pratique de cette taWe, 
f''3- ''*■ Mais avant d'aborder cette expo- 

sition, nous indiquerons encore deux solutiuus, presque aussi 
simples que la précédente et qui s'appliqueraient au cas oîi, 
nourde certains motifs, les chaînages ne pourraient être faits 
que sur la droite allant du point donné au point inaccessible. 

Troisième Solution. — Prenons, sur la partie accessible de 

OM, un point arbitraire Q pour 

/ / le joindre à un autre point A, 

/ "; pris en dehors de OM, mais, 

/ bien entendu, dans la partie 

/ / accessible. Menons alors CB 

/ / parallèlement à OQ; soit D lo 

poiatde coucou rsdcs lignes OC, 

BM; AD coupe OM ou un 

point P. 

Nous allons montrer que 

ÔM^ ÔP ~ ÔQ' 
En effet, le triaugloAOP et 
la transversale BDM donnent 
MO DP BA_ ^ 

mp'oa'bo '■ **' 

On a, de même en considérant le triangle AFQ et 1« 




Fig. tso. 
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transversale CDO 

OP DA CQ _ 

oq'dp'ca^ '■ *^' 

Mulliptions (1) et (2); eu observant que CB étant parallèle 

à OM, les rapports ^, -^^ sont égaux, il vient 

MO.OP = MP 00, 
ou 

OM.0P = (OM- OP)OQ 
ou enfin 

OM " 

On peut alors, comme dans la solution précédente, pour 
calculer rapidement OM, utiliser la table des inverses; on 
obserïera, et la figure a été faite pour montrer l'utilité de 
cette remarque, comment la construction précédente s'appli- 
que à la mesure de grandes distances. Le triangle OAQ, qui 
sert de base aux opérations, peut être tracé dans un espace 
, de terrain aussi restreint qu'on voudra; eeuloment, dans lo 
cas oîi le point M est très éloigné de 0, les droites AP, AQ 
sont très voisines l'une de l'autre. En effet, si PQ tend vers 
zéro, OM croit indéfiniment. 

Qdathièmb Solution. — Pour obtenir la distance du point 
au point inaccessible A, on choisit un point 0' dans la 
partie accessible et, 

avec la fausse équerre, ,..-;;-"*'*■ 

on relèvel'augle OO'A. ,..-''.*-' 

On peut alorsjalonner 



droite O'B dirigée ^,-^<~Zl.^ ' 



do telle façon que OO'B ^•^=— — i r^ . %^ Fig.m. 
soit précisément le 

supplément de l'angle OO'A, chose bien facile puisque la 
fausse équerre donne, tout à la fois, un angle et son supplé- 
ment. La perpendiculaire élevée ou point 0' à la droite 00 

("1 Celte propriété remarquable, so 
des trenl«-buit lemmea de Pappu» s 
IM trois Hwe» des Porîsme», p. 89; lemme ' 

(I. DS L. — fiÉOMtTHIF. DE LA RÈGLE. 
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ponctuelle OBCA. est 



OA OC 



OB 



38. La table des inverses. — Imaginons le tableau 
suivant dans lequel la colonue désignée par N renferme la suite 
naturelle des nombres entiers ; tandis que, en regard de ces 
nombres, et dans la colonne I, sont écrits leurs inverses. 



N 


I 


N 


I 


N 


I 


2 


0,5 


68 


0,01470 






3 


o,3» 


69 


0,01449 






4 
5 


0,2s 
0,2 










6 


o,i6» 










7 


0,14285 


'' 


0,012987 


227 
328 


0,00440 
0.00438 


33 


o,o3 


93 


0,010752 






H 


0,02^41 










3i 


0,02857 










36 


0,027* 














97 


o,oio3i 


396 


o,ioi"5 






98 


0,01030 










99 


0,01 






66 


0.0T5 


100 


0,01 






67 


0,01492 











(•) Nous avons, comme on le voit, &it figurer dans ce tableau, quel- 
ques nomlres seulement, pour donner une idée de sa compoailioD 

L'astérisque placée à cOté d'un chiffre veut dire qu'il doit 9tre 
indéfiniment répété. Ainsi nous écrivons o,3* au lieu de o, 333. .. pour 
représenter t. De même, 0,027* est écrit à la place de 0,02777. 
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Voici l'usage qu'on peut faire de cette table. Supposons 
couuus les nombres a, b et admotLons d'abord que nous con- 
sidérions seulement des nombres entiers. Dans la tab'.e, en 
regard des nombres a et 6 se trouvent écrits deux nombres, 
dans la colonne I; on en fait la difTérence S. Avec nu peu 
d'habitude, cette difierence peut se Taire de tète; puis, on 
cherche, dans la colonne 1, le nombre S. Si S so trouve 
écrit dans cette colonne; en regard, on pourra lire la dis- 
tance cherchée. Si non, on trouvera que 3 est compris entre 
deux nombres consécutifs B', S" de la colonne I; en prenant 
pour X le nombre entier écrit en regard do S', ou celui qui 
est placé en face de 3", on aura donc, à une unité près, par 
défaut ou par excès, la longueur inconnue. 

Ainsi, de simples lectures permettent de trouver la longueur 
de X et cette observation s'applique à toutes les formules 
dans lesquelles entrent, uniquement, l'inverse des quantités 
données et l'inverse de l'inconnue, sous une forme linéaire. 

Appliquons ceci à quelques exemples numériques, 

i" En cherchant la distance d'un point à un point inac- 
cessible (/ig. 179) on a relevé CD = 33 et AB ^ 36. En face 
de ces nombres, on lit dans la table: o,o3 et 0,037*. ^^ 
diilérenco esto,oo35. On cherche ce nombre dans la colonne I 
et, en regard, on lit 396 ; le point inaccessible est donc à 396 
mètres du point où l'on se trouve placé. 

apprenons un autre exemple, et supposons que les opérations 
du chaînage fournissent les nombres suivants : 
AB = 93, CD = 77. 

qui représente =^- X.orsc[ii'uiie barre est placée au-dessus de plusieurs 



D'après cela, 0,0'i veut dire o,o3o3o3. .uombieégalà ^;dam3aiea,oi5 
-o,„,5.5,5...-4. 

Dans la pratique, il sufSrait, pour le plus grand nombre de cas, d'avoir 
une table s'étondant aux nombres de i k 1000, les inverses étant calculiia 
avec 5 ou 6 décimales. 
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La table donne pour les nombres inverses correspondants : 
o.oiO/Sa, et 0,012987, 
dont la différence est 

0,002335. 

On cherche ce dernier nombre dans la colonne I et l'on trouve, 

en regard de 448, le nombre 0,002232; et, 0,002237, en face 

de 447. La dîstjince demandée est donc 447", par défaut; et 

448'", par excès. 

En effectuant directement le calcul, on trouve que la dis- 
tance exacte est : 

447,5625. 
Mais, dans la pratique, et pour de telles distances, il suffit 
de connaître, à un mMre près, la longueur inconnue; 
d'ailleurs, les erreurs qui s'attachent nécessairement aux opé- 
rations pratiques déterminant les longueurs des segments 
accessibles, ne permettent pas, évidemment, de compter sur 
une approximation meilleure. 

3° Choisissons un dernier cas, dans lequel les longueurs 
considérées sont plus petites que celles que nous avoua envi- 
sagées dans les exemples précédents. Il faut alors, bien 
entendu, que les mesures soient prises avec plus d'approxi- 
mation et tout au moins, à un décimètre près. 
Imaginons donc que nous ayions trouvé 

AB — ^",^0, et CD = 6'",9o. 
En observant que la formule que nous employons : 
1 I 1 

x^ CD ~ÂB' 
peut s'écrire, quel que soit 1, 

Xrc~X.GD~X.AB' 
on voit qu'on pourra toujours, par l'application de cette 
remarque, se débarrasser des décimales qui peuvent entrer 
dans l'évaluation des nombres représentant les longueurs AB, 
CD; il suffira de les multiplier par une certaine puissance de 
10 et, après avoir fait le calcul avec les nouveaux nombres, 
on divisera le résultat obtenu par une puissance de 10, égale 
à celle que l'on a introduite. 
Ainsi, dans l'exemple numérique que nous considérons. 
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nous prendrons, dans la table, les nombres 
0,01449, 0,01010 
qui correspondent à 69 et à gg; la différence donne 
0,0043g. 
Nous reportant alors à la table, nous trouvons que les 



227 et 228 
correspondent, lespectivement, à 

0,00440 et 0,00438. 
D'après cela la distance cherchée est comprise entre 

23"", 70 et 22"", 80. 

Le calcul direct donne 22"',77 ; mais, encore une fois ces 
opérations effectuées sur le terrain ne comporlent pas assez 
de certitude pour qu'il y ait lieu de rechercher quelques cen- 
timètres, en plus ou en moins, sur une pareille longueur. 
La tolérance, c'est-à-dire la différence qu'on peut accorder 
entre les résultats obtenus et les résultats vrais, ne comporte 
pas des approximations aussi grandes ; elles ne doivent donc 
pas être recherchées. 

Ainsi, la table des inverses, dont nous venons d'indiquer 
le maniement, fournit toute l'approximation désirable, toute 
celle du moins qui est compatible avec les erreurs inévitables 
des mesures que l'on doit effectuer pour la recherche de la 
longueur inconnue. 

On observera que la construction indiquée par la fig. 479 
peut être réalisée en prenant, pour base des opérations, un 
terrain aussi limité que l'on voudra et que les points 0, D, A, 
qui servent de base à la construction, sont arbitrairement 
choisis. Dans ces conditions, et avec le secours de la table 
des inverses, on voit que la solution que nous venons de 
proposer a bien, au plus haut degré, le caractère pratique, si 
désirable pour le problème que nous venons de traiter, l'un 
des plus importants dans l'art de la guerre. 

40. La solution de Schooten [*). — Les solutions 



(•) Schooten, ioc. cit. p. 160-163. 

Cette solution de Schooteo a été retrouvée par Carnot dans son ourniKe 
sur la Corrélation <its Figures (Duprat, libraire pour les malhÉmatiques, 
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précédentes aécessiteut l'emploi (le l'équerre, ou tout au 
moins celui do la fausse équerre; celle que nous allons 
indiquer maintenant, d'après Schooten, n'csige que des 
alignements. 

Cette solution repose sur la propriété des diagonales 
d'un quadrilatère complet qui se coupent, en déterminant, 
mutuellement, sur chacune d'elles, une ponctuelle harmo- 
nique. 
.î** Ayant effectué , 

/ ;■ dans la partie acces- 

/ î ; sihie du terrain, la 

/ ; i construction indi- 

; ; quée sur la figure, 

/ ! 1 laquelle ne demande 

i ; quel'emploi dujaloa, 

le théorème auquel 
nous venons de faire 
allusion donne 
I _ I 3 

CM ~ CE ~ cl' 
On utilisera la ta- 
ble des inverses pour 
^'9- '*'■ le calcul de la lon- 

gueur CM donnée par cette formule. Il faut, il est vrai, 
doubler le nombre qui, dans la table en question, est écrit 
en regard du nombre CI. Mais cette multiplicalion se fait 
sans effort et elle ne constitue pas une dérogation seneiblu 
aux conclusions que nous avons formulées plus haut, quand 
nous avons cherché à mettre en lumière les avantages qui 
ressortent de l'emploi de la table des inverses. 




au IX, g 191, p. 135), et donnée, eous son nom, dans l'ouvrage de Servois 
(p. 58). Mais elle esl, comme on le voit, bien antérieure k Carnet et, 
probablement, à Schooten lui-même. 

Je profite de l'occasion que me fournit ici le nom de Carnot pour 
réparer l'oubli commis paimoi, lorsque j'ai écrit l'introduction du présent 
ouvraf;e, en ne citant pas la CorrélalUitt des Figures, la Géométrie ée 
position et l'Essai sur la théorie des transversales, parmi les importantes 
publications qui intéressent la Géométrie de la Règle. On trouvera 
H'alllours, au chapitre suivant, la solution mémo do Carnot. 
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41. La solution de Mascheroni. — Mascheroni, dana 
ses Problèmes de Géométrie prtUique (*), etc., présente quinze 
BolutioQs du problëme qu'il cnouce dans ces termes : mesurer 
la droite OM dont on ne peut approcher qu'au point 0; mais, 
de ces solutions diverses, celte qui est certainement la plus 
pratique repose sur le théorfemo de MénélaUs. 

Si l'on considère le triangle OBG et la transversale ADM, 

""^ Al 

OA DB MG _ yT 

ab'Bc'mô" '■ // 

d'où, en remplaçantMG par OM — OC, ,• / 

OA.OC.DB 
OA.DB - AB.DC 

On peut simplifier notablement 
cette solution, et Mascheroni en a fait 
la remarque, en supposant : A au mi- 
lieu de OB; ou, dans une autre hypo- 
thèse, D au milieu de CB. 

Le théorème de Gergonno fournirait " 
une solution analogue. Cette solution, Fig. tas. 

et aussi celle de Mascheroni, ne sont pas sans intérAt, même 
au point de vue pratique, parce ^ 

qu'elles n'exigent, comme celle de ■■ 

Schooten, que des jalonnements et / ! 

l'usage d'un simple ruban, divisé en 
mètres. 

42. La solution de l'équerre. 

— Imaginons que l'on jalonne une 
droite A dans une direction arbitraire, 
mais non perpendiculaire à OM; puis, 
déterminons avec l'équerre la projec- 
tion de M sur à et, du point A, ainsi Fig- ist. 
obtenu, abaissons une perpendiculaire AB surOM, Nous 
,^.c OA* 



(') l.oc. cit.; édition de B&cbelicr, 1838: livre premier, problème II; 
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et cette égalité permet, assez commodément, le calcul de OM ; 
celui-ci n'eiigeant, finalement, qu'une multiplication et une 
.^' division. 

On peut modifier cette solution comme 
l'indique la fig. 48S dans laquelle le 
triangle rectangle B'A'M' donne 

DanB cette construction, on suppo- 
se, bien entendu, O'A.' perpendiculaire 
Fig. tss. ' sur B'M'. 

43. La distance au point Invisible et inacces- 
sible. — La détermination de la distance d'un point donné 
a un point inaccessible peut se traiter de mille façons diffé- 
rentes; toutes les relations métriques qui existent entre les 
élémenla d'une figure, ou presque toutes, fournissent, en effet, 
autant de solutions de ce problème. 

Cette observation s'applique, dans une certaine mesure, au 





F^. ise. 
problème, plus difficile, que nous abordons maintenant et 
dans lequel ou suppose que le but, étant, tout à la fois, inac- 
cessible et invisible, se trouve simplement déterminé par 
deux jatonuemcits A, i', partant des points A et B. Ces ali- 
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gnements, bien entendu, sont supposés accessibles sur une 
certaine longueur, & partir de ces points. 

Nous nous bornerons à la solution qu'on va lire et qui 
noua parait, surtout quand on s'accorde la table des inverses, 
d'une pratique sûre et rapide. Un seul cAlé de ce problème a 
été soulevé par Servois lorsqu'il s'oat proposé, et nous revien- 
drons Dous-même sur ce point, quand nous traiterons, dans un 
cbapitro suivant, certains problèmes d'Artillerie, deviser «n6u( 
invisible. Mais, pour que la question ainsi posée, aoit complè- 
tement résolue, il faut pouvoir déterminer: 1" la direction du 
projectile, et 2° la longueur de la distance qu'il doit parcourir. 

Voici comment on peut répondre à cette double question. 

Soit le point d'oii il faut viser le point inaccessible et 
iuvisible M; on détermine d'abord, par un des procédés 
connus, le point 0', conjugué harmonique de 0, par rapport 
à AB. Si l'on trace les alignements OPQ, PB et AQ, on ob- 
tient UD certain point C. La droite OC est la polaire de 0' par 
rapport aux droites MA, MB; OC passe donc par le point M ; 
c'est la ligne de visée. 

Proposons-nous maintenant de déterminer la longueur de 
OM, et, à cet effet, ayant mené PP' et QQ' parallèlement à 
OC, démontrons l'égalité 

1 _ 1 I I 

Q^- PP+ QQ7-QJJ- 

Le tbéorème de Gergonne donne 

OC PC QC _ 

ÔM"^ PB"^ QA^ '■ 

l'G OB CO ... 

Maisona pg = ' " pb = ' " PF' <^^ 

QG CA CO ,„. 

"■ Ql^'-QÂ=- 00^- ' <^^ 

Les égalités (1), (2) et (3) donnent 

00 CO CO _ 

OM "^ ' PP' QQ'~ °' 
On a donc ^ = pL + ^ - gL. 
Cette égalité permet de calculer OM. quand on a releyé les 



{1} 
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loDgueurs CO, PF et QQ'; le calcul se fait d'ailleurs rapide- 
meDt quand ou fait usage de la table des inverses, 

Rbhabque. — Si l'obstacle qui rend le point M invisible 
quand on se place en permet de chaîner OD, on peut 
encore abréger le calcul que nous venons d'indiquer en obser- 
vant que, la ponctuelle (0, C, D, M) étant harmonique, on a 
1 _ 2 1 

0M~ ÔD~ÔC* 

D'ailleurs, on peut toujours réaliser la construction indi- 
quée, dans les limites accessibles du terrain, en effectuant 
celle-ci, au besoin, de l'autre cAté de AB. Mais, dans ce cas, 
la formule employée pour le calcul de OM devrait être modi- 
fiée conformément à ce principe, que si quatre points, situés 
en ligne droite, et formant une division harmonique, sont 
placés dans l'ordre Â, B, G, D, on a 

3 _ I I 

le ~ ÂB "^ ÂD' 

Comme l'observe avec raison Bergery (loc. cit., p. 4â:â), 
ce problème se rencontre fréquemment dans certaines opéra- 
tions pratiques, quand il s'agit, par exemple, de mesurer la 
largeur d'un bois, d'un groupe de maisons ; ou encore, l'épais- 
seur d'une montagne, c'esl-à-dire, la distance de deux points 
opposés, pris sur sa base, etc. 

Il va, sans dire, que les deux alignementsA, A' peuvent être 
indifféremment choisis de part et d'autre de 0, comme dans 
la figure que nous avons considérée, ou du même côté ; on adop- 
tera l'une ou l'autre de ces deux dispositions, suivant la nature 
du terrain et les dimensions de l'obstacle placé entre et M. 

44. Examen d'un cas particulier. (La solution 
de l'équerre. ) — Dans le problème précédent, nous avons 
supposé que l'on pouvait, parie point 0, tracer une base sur 
laquelle il était possible de trouver deux positions A, et B 
d'oU l'on apercevait le but M. Mais, dans la pratique, les 
points A et B en question ne sont pas nécessairement placés 
en ligne droite avec 0; de plus, la méthode que nous avons 
indiquée exige des jalonnements assez multipliés. On opère 
plus rapidement avec l'équerrc, en procédant comme il suit ; 
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ËlevoDs, en A et B, dea perpendiculaires à MA et à MB ; noua 
obtenons ainsi un certain point 
G; traçons, par 0, des parallèles /\\ 

OB', OA' aux directions MB, 
MG. Ces parallèles se détermi- 
nent, en même temps que l'on 
jalonne les droites BC, AG, en 
plaçant l'équerre sur BG, par 
exemple, en un point B' tel 
que OB' soit perpendiculaire 
sur BG. Si, par les points B', 
A', nous élevons des perpen- 
diculaires à B'O et à A'O, 
elles se coupent en 0' et la 
droite CC coupe AB en un 
point 0' qui est situé en ligne 
droite avec les points M et 0. 

EnelTet, les deux quadrilatères MB AC.OB'A'G', ayant: leurs 
côtés parallèles, et deux de leurs diagonales AB, A'B' con- 
fondues en direction, sont homothétîques ; le centre d'homo- 
Ihétie 0' est donc situé sur cette droite AB, 

Ainsi, la droiteOO'donuelalignede visée vers lebutinvi Bible. 

Quanta la distance inconnue MO, elle est donnée par l'égalité 
GC' 

'ml' .^« 




Fig. 187. 



MO = 00'- 



45. Solutions diverses. — Nous 
résumons rapidement, dans ce para- 
graphe, quelques solutions du présent 
problème, solutions qui se font remar- 
quer, parmi beaucoup d'autres, par 
un caractère particulier de simplicité. 

1" Le théorème des trois hauteurs 
d'un triangle, théorèma que nous 
avons utilisé déjà (§ 2S) pour un ** 
autre problème, s'applique remarqua- 
blement bien à celui qui nous occupe ici. 

Jalonnons OA dans la partie accessible et, avec 
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abaissons sur OA et sur Â.M les perpendiculaires MH, OB 
qui se coupent en K. Sur ralignetnent ÂE, ainsi obtenu, 
on abaisse de une perpendiculaire OC; OC représente la 
ligne de visée vers le point invisible. 
Quant à la distance OM, elle est donnée par l'égalité 

2° Soit toujours {/ig.189) le point d'oîi il faut viser le 

but M cacbé par un obstacle. On 

/■■\ jalonnera les parallèles AB et CD; 

// \ A et B désignant deux points d'où 

/ / \ l'on peut apercevoir le but. On par- 

/j^ \ tagera CD au point 0', dans le 

/ ^^^ \ rapport :^ ; cette opération peut 

se faire par le chaînage des lon- 
gueurs ÂO, AB, CD et par le cal- 
cul de GO' au moyen de la formule 



tUi 



Fig. 4S9. 



CO' 



=-Q 



La ligne de visée 00' se trouve ainsi déterminée; quant à 
la distance 0]tf, elle résulte de la formule 

OM^OO' -îT-- 

Dans la pratique, on peut toujours s'arranger de fagon que 
le rapport — , qui entre dans la formule précédente, soit égal 

à -, ou à -, ... en un mot, de la forme Alors on a 

24 n+ 1 

OM^ (n+ 1)00', 
formule bien commode pour calculer OM. 

Pour réaliser cette disposition favorable des parallèles AB 
et CD, on prendra, sur i, de A en B, n 4- i fois lajongueur 
du cordeau ; et, de A en H, n fois seulement cette même lon- 
gueur. Ayant tracé HD parallèlement à AC, c'est par le 
point D qu'on jaloimera la droite A' parallèlement à A. 
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3" Traçons, dans la partie accessible, ua alignement À pas- 
sant par le point et cher- 
chons, sur A, un point A. d'où ,*^ 
l'on peut apercevoir M ; puis / '■''■■. 
menons AO' perpendiculaire- / ï \ 
ment à AM. Ayant relevé, / ■; '\ 
avec la fausse équerre, l'an- Jrz^ ■ ■■ 
gle OAM, on se transporte /^^^ ''■ 
sur AO' en un point B que ^^^ i 
l'on détermine de telle sorte v^is*' \ 
que, de ce point, on aper- / ■ 
çoive OM sous un angle 
égal à OAM. Alors, la ligne 
de visée est perpendiculaire 
àOB. 

Pour évaluer OM ; ayant 
prolongé MO jusqu'à sa ren- "^ Fig. m, 

contre en 0' avec A'B, ou observera que, dans le quadrila- 
tère inscriptible OMAB, on a 

0'0(0'0 + OM) = 0'B.O'A. 

Cette égalité permet de calculer OM. 




CHAPITRE V 



; PHOBLÈUES DU POINT INACCESSIBLE 



La position d'un point M dans une région inaccessible, sou- 
lève évidemment des problèmes différents de celui que nous 
avons traité dans le chapitre précédent. On peut demander, par 
exemple, d'évaluer la différence des distances du point inac- 
cessible à deux points donnés, ou le rapport de ces distances, 
etc. On peut aussi se proposer d'évaluer la longueur de la 
perpendiculaire abaissée do M sur une droite donnée; puis, 
imaginer que le point inaccessible soit mobile, et deman- 
der alors comment varie sa distance à un point donné, fixe, ou 
même mobile, ainsi qu'il arrive dans le problème de la pour- 
suite, etc, etc. 
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Ces différentes questions vont nous occuper; mais nous 
esamiaeroDB d'abord un cas particulier du problème géné- 
ral, traité au Chapitre précédent. 

46. Le Problème de la plate-forme. — Nous suppo- 
sons qu'on ne puisse se mouvoir que dans un espace très 
limité, comme celui que présentent les talus d'une forteresse, 
la terrasse d'un château, ou même le pont d'un bateau ; et, dans 
ces conditions, nous voulons déterminer la distance qui sépare 
l'observateur d'un point R, visible dans l'espace environnant; 
on pourra, si l'on veut, supposer que R est, relativement, assez 
éloigné. 

1' Une première solution découle du théorème de (Jbasles 

{Première partie, 2, p. 9). Prenons, sur la plate-forme donnée, 

un triangle DTQ aussi grand que possible, 

/ *? et dont un côté PQ passe par le point 

/ / visé. Déterminons ensuite, entre les cdtés 

/ / DP, DQ, une droite AC passant par R ; enfin, 

traçons AP et CQ. Le théorème cité donne 

AC.BP.DQ 

__ BA.DQ - AD.BP' 

i. ^^ Comme le point A peut être pris arbi- 

trailement sur DQ, en choisissant pour A, 

le milieu de DQ la formule précédente se simplifie, et l'on a 

"^-^BA- BP' 
2" La solution de Camoi. Soit ABCD la plate-forme donnée; 
effectuons les tracés indiqués (fig. 492); nous 
/^yi allons montrer que 

/// i = J___L 

/ / / OR OH OK ■ 

"r/w^*^ Eu effet, K, 0, H, R forment une ponctuelle 

//y\^/ harmonique; donc 



KO RH HK 



;(A) 



OR OR + OK OR -OH OR' 



i=,GoogIf 



DE LA RÈGLE ET DE L'EUCEBRB 307 

OK OH 

°" »■'«"■' ÔRTÔK = 5R^rôH- 

Cette dernière égalité donne bien 

OR OH OK ^ ' 

relation connue, qu'on pouvait écrire immédiatement, en 
appliquant la formule (A) et en tenant compte de co fait que 
OK est de signe contraire à OH et à OR. 

Cette solution diilêre peu de celle qu'a proposée Garnot et 
à laquelle nous avons fait allusion au Chapitre précédent. 
Voici d'ailleurs, explicitement, la solution proposée par Carnet 
pour mesurer la distance, d'un point donné A, à un autre 
point R visible, mais inaccessible. 

Dans la région accessible, effectuons los jalonnements 
qu'indique la fig. 493; la ponctuelle AOBR (*) 
est harmonique et l'on a "1 

ÂR "ÂB ~Â0' *'^ /il 

Carnot donne la valeur de la distance / /;' 

incouuue AR sous la forme équivalente 

^^~ ok-oa' 

mais les formules (I) et (2) sont plus com- 
modes, quand on fait usage de la table des 
inverses. 

3' La Solution par l'équerre. Soit OR la ligne de visée, R étant 
te point considéré ; traçons AB perpendiculairement à OR et 
preaons, sur la plate-forme donnée, deux points A, B, symé- 
triques par rapport h 0, de telle sorte que AB ait toute la lon- 
gueur possible. De B, visons de nouveau le point R ; puis, 
joignons A à un point C de cette ligne de visée; enfin abaissons, 
surÂfi, la perpendiculaire CH. AC rencontre OR eu M et il 
est facile de reconnaître que 

I _ 2 1 

OR ~ CH ~ Ôm' 



Fig. 493 
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Cette propriété peut être considérée comme étant une 
conséquence de celle que nous avons utilisée tout à l'heure 
On peut aussi l'établir en appliquant le théorème de Méné- 
lails au triangle ORB et à la transversale ÛMÂ. On a, en eSet 
Pj*, CB MR AO 

!"'■. CR'OM'AB^'' 

1 \ CH OR - OM 



.4à 



OR - CH OM 
De cette relation, ou déduit 



Fig. '«■ CH OR OM 

Cette égalité résulte encore, si l'on veut, de ce fait que CA, 
G6, CO et la paràllële menée par C, à A8, forment un faisceau 
harmonique. Ou observera d'ailleurs qu'elle subsiste, si l'on 
(suppose OR non perpendiculaire sur AB. 

47. Différence des distances entre un point inac- 
cessible et deux points donnés. — Dans certains cas, 
on peut proposer do reconnaître si un 
/^T^ point inaccessible est plus rapproché 
/ / / d'un point A que d'un autre point B. On 
/ / / peut aussi demander d'évaluer la diffé- 
renceOA — OB, sans rechercher, séparé- 
ment, les longueurs OA et OB. 
Voici une solution de ce problème. 
Jalonnous BM, parallëlemout à OA et, 
avec le cordeau, prenons BM = BN = /, 
l désignant la longueur du cordeau. Il 
'^' '** suffit alors de jalonner AK, parallèle- 

ment à MN; BK représente la différence cherchée. 

Dans le cas où l'on veut seulement apprécier si, au point B, 
on est, ou non, plus rapproché deO, qu'on ne l'est en A; alors, 
la fausse équcrre indique immédiatement le résultat demandé. 
Il suffit de relever, en A, l'angle BAO ; et, après l'avoir trans- 
porté en B, d'obsei-ver si l'angle ABO est, ou n'est pas, plus 
grand que celui qui est marqué par l'instrument. 

On observera que, si l'on connaît la distance de A à un 
point inaccessible 0, le problème précédent doune le moyen 
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d'obtenir les distances de tous les autres points accessibles, 
& ce même point 0; celte remarque s'applique au problème 
suivant. 

AS. Évaluer le rapport des distances entre un 
point Inaccessible et deux points donnés. — Au 
milieu de AK (fy. I9&), éleyons une perpendiculaire HR; 
cette droite étant la bissectrice de l'angle AOB, nous avons 
OB_RB 
0A~ RA' 
Il suffit donc de chaîner les longueurs HB, RA, puis de 
prendre te lapport des deux nombres obtenus. 

49. Remarqub. — Les constructions indiquées dans les deax 
paragraphes précédents fournissent deux relations entre OA 
et OB; elles font connaître la différence et le rapport des 
distances OA et OB ; elles les déterminent donc complètement. 
On pourra, aTec avantage, adopter cette méthode, lorsqu'on 
aura besoin, simultanément, des deux longueurs OA, OB. 

CO. Distance d'ua point Inaccessible à une droite 




Fig, 196. Fiy. 1i7, 

accessible. — Soit AB la droite proposée; on considère 
nn point 0, sitll dans une région inaccessible U, mais 
visible ; on demande d'évaluer la distance OH, do à AB. 



GÉOHÉTRIE DE LA RËQLB. 
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1' AJ)aiBBODs la perpendiculaire BK sur OA, puis pro- 
loDgeoDS-la jusqu'à ce qu'elle rencontre HO au point G; les 
triangles semblables CHB, AHO donnent 

2" On peut aussi utiliser la propriété si remarquable du 
trapèze (Première partie, § 14). 

Ayant fait la construction indiquée (/ig. i97}, la propriété 
rappelée donne 

ÔH^ÔB~DÂ" 

Examen d'un cas particulier. — Mais ces métbodes exigent 

que le pied H, de la perpendiculaire abaissée de 0, sur iB, 

Q soit placé dans la partie acces- 

^;r,---,_ sible V; supposons, comme le 

' "■■ """-- montre la fig. 198, qu'il n'en 

^■u soit pas ainsi, 

1° Élevons O'A, CB reapec- 
^^^ tivement perpendiculaires sur 
OA, OB; puis projetons le 
point 0', en If, sur AB. Nous 
observerons d'abord que les 
points H et H' sont isotomiques 
sur AB, c'est-à-dire symétriques 
par rapport, au point M milieu 
de AB. En effet. le quadrila- 
tère OO'AB est inscriptible et 
'^•ff- "*■ le centre u est situé au milieu 

de 00'. La perpendiculaire abaissée de u sur HH' tombe 
donc au milieu de ce segment; d'autre part, AB étant une 
corde du cercle considéré, cette perpendiculaire tombe aussi 
au milieu de AB. Ainsi HH' et AB admettent le même point 
milieu; en d'autres termes. H, H' sont isotomiques sur AB. 

Cette remarque étant faite, observons que 'les triangles 
semblables O'Afl', OAH donnent 
OH _ AH 
ÂH'^O'H'' 
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on a, finalement, 



DE LA RÈGLE ET DE l'ÉQUEBBE 

AH = H'B, 
H'A.U'B 



0H= - 



O'H' 



Cette égalité permettra de calculer OH, quand 
relevé les longueurs O'H', H'A, H'B. 

â" La solution précédente est, daus la pratique, assez simple, 
aussi simple du moins que parait le comporter la nature du 
problëme; mais elle exige que le point H', isotomique de H, 
sur AB, soit situé dans les limites du terrain sur lequel oti 
opère. Dans certains cas, si le point H est trës éloigné de M, 
cette condition pourra n'être pas remplie ou, tout au moins, 
le grand éloignement do H' pourra donner lieu à de longs 
chaînages et à des difBcuItés pratiques, de natures diverses. 

Voici, pour ce cas particulier, une solution qui n'exige que 
des chaînages exécutés dans lo voisinage des points donnés. 

Abaissons la per- 
pendiculaire BC sur 
OA. Nous avons d'a- 
bord • 

0H = BC.2è. 

Menons mainte- 
nant, par C, une pa- 
rallèle CD à OB ; nous 
avons 

OA_CA_ 
BA~DA' 
et par conséquent, 
BC.CA 



OH = 



DA 




51. Distance d'un point inaccessible S, très éloL 
gné, à une droite donnée AB. — Dans certains cas, le 
point considéré est très éloigné, et visible seulement dans 
les lunettes. On peut imaginer, pour résoudre ces problèmes 
dans lesquels on fait entrer la considération de grandes dis- 
tances, un appareil formé de deux lunettes superposées, dis- 
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posées SUT un pied pouvant se Axer sur le sol, et dont les 
dîrectioQB sont rigoureusement recta ugulaires. Au fond, cet 
appareil est une équerre ordinaire, a 
l'usage des grandes distances. Void 
comment on peut l'utiliser pour ta 
solution du problème qui nous occupe.- 
A.UZ points A, B visons le point 
^ S; puis jalonnons les droites partant 
de ces points, perpendiculairement aux 
directions AS, BS. Nous obtenons 
ig. toe. aîQgi UQ point 0; pour des raisons 

évidentes, il se projette sur AB en un point H' isotomique 
de H, projection deSsur AB. Les triangles semblables BOH', 
SBH donnent, d'ailleurs, 

BH'.BH 

Et comme AH' = BH, 

nous avons finalement 

_ AH-.BH' 

Cette formule permet de calculer la distance inconnue SH 
au moyen des longueurs AH', BH', OH', faciles à chaîner; 
car elles sont aussi petites que l'on voudra, bien que SH 
puisse être très grand. 

Remarque. — Ou observera que la solution précédente 
n'exige nullement que le point H soit déterminé et, dans cer- 
tains cas, s'il existait par exemple un obslacle entre H et S, 
cette détermination ne serait pas facile. 

Nous rencontrons ici, incidemment, une solution du pro- 
blème suivant :jlframer d'un poinf S, inaccessible, une perpendi- 
culaire ntr une droite accessible AB; S étant invisible du pied H 
de la perpendioilaire en qtiestion. 

On détermine le point H', comme nous l'avons expliqué; 
puis on prend l'isotomique H. 

62. Diatsuice à un but inaccessible, mobile sur 
une trajectoire rectillgne. — Nous allons supposer, 
maintenant, que le butproposéestmobilesur une trajectoire; 
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mais nous n'examinerons que le cas oii cette trajectoire «8t 
rectiligne; mais dous reviendrons, dans le Chapitre que noua 
consacrons aux problèmes d'Artillerie, sur le cas général, 
celui oîi la trajectoire décrite par le but est quelconque. 

Soit la position de l'observateur; un point R est mobile 
sur un terrain inaccessible, ou très éloigné, mais sur une 
droite ù. déterminée par deux points E, F visibles de diffé- 
rents pointe du terrain qui avoisine le point 0. Effectuons 
les jalonnements qu'indique la figure et déterminons notam- 
ment les points P, Q oîi la droite qui va, de l'œil de l'obser- 



■T'V 



Fig. soi. 
vateur, au point mobile B, coupe les alignements BD, AC. 
Une propriété connue prouve que CODE est une ponctuelle 
harmonique; la ponctuelle QOPR, elle aussi, est donc harmo- 
nique. En conséquence, nous avons: 

R() ^ÔP~ ÔQ' 

On pourra donc, par l'application de la table des inverses, 
calculer rapidement la distance RO, connaissant les distances 
OP et OQ. 

Dans la pratique, on doit opérer avec deux cordeaux, 
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divisés en <)écimêtre8, de zéro à cent. L'origine de ces cor- 
deaux étant en 0; les longueurs OP, OQ sont relevées pir 
une simple lecture faite par les aides placés aux points P, Q; 
un calculateur, muni de la table des inverses, fait la lec- 



nouvelle lecture donnent la valeur du nombre x. 



œ OP OQ 

Ladistanceinconnue est double de la longueur ainsicalculée. 

Le principe de cette solution est emprunté au livre de Ser- 
V0Î8 (loc. cit.. p. 62). Nous l'avons seulement modifiée de 
manière à l'adapter i la pratique de la table des inverses; et, 
telle que nous la présentons ici, elle nous parait susceptible 
de certaines applications. Elle peut notamment permettre 
d'apprécier, sans calcul, et par la seule lecture des nombres 
OP et OQ, si le point mobile R se rapproche, ou non, de 0. 

63. Le problème de la poursuite. — Nous allons 
enfin supposer que les deux points, dont la distance est 
inconnue, sont mobiles, et animés d'un 
mouvement uniforme. 

Sans vouloir déterminer la valeur absolue 
de la distance des deux points mobiles, on 
peut demander si cette distance augmente 
ou diminue. Nous nous occuperons d'abord 
de ce problème; il se résout très simple- 
ment et sans aucun calcul. 

Soit A la droite sur laquelle nous sup- 
posons un mobile H poursuivi par un autre 
mobile A.. L'obseri-ateur, chargé d'étudier 
les variations de cette poursuite, se place 
en K, à une certaine distance de Â, sur 
une perpendiculaire à A. De ce point E, 
avec la fausse équerre, il relève l'angle et 
sous lequel on aperçoit H et A ; cela fait, 
il laisse un jalon planté en E. Puis, se 
façon à rester toujours, 




Fis. tôt. 
déplaçant en même temps qud H 



D,a,l,z.dDvG00gIe 



DE LA nËGLE ET DE L'ËQURRnB 3IS 

avec ce point mobile, sur une perpendiculaire à A, il vient 
occuper, Bur la droite H'E', un point I, tellement choisi qu'il 
aperçoive encore les deux points mobiles Â', H', sous l'angle 
a, précédemment observé. De ce point I, visant H', puis le 
jalon laissé en E, il relève un angle 9 qu'on pourrait appeler 
Vangle de poursuite; cet angle, pour les raisons que nous 
allons donner, permet d'apprécier si la distance des deux 
mobiles augmente, diminue ou reste constante. 

Nous ferons d'abord observer que l'opérateur, dans le 
mouvement qu'il exécute pour voir constamment les points 
mobiles sous le même angle a, décrit une droite; en suppo- 
sant, bien entendu, que les mobiles considérés sont, comme 
nous l'avons dit, aDimés,run et l'autre, d'une vitesse coustanle. 

Les triangles semblables ÂHE, A'H'l donnent : 

~ H4 ~ WH ~ HA - H'A'' 
( désignant une constante donnée, puisque i est supposé 
invariable. 
On a donc 

, = ""^ 

HA' + A4' - (Hff + HA') 
■ RK 

' = AA-HH' - 
Soit lo rapport des vitesses des deux mobiles, on a : 

HH' 
Ts ■ , , RK RE „, 

Par suite, ^ ^^ ' '^ ^ bW = W' ^ ' 

L'angle H'IE = f, que nous appelons aîtgle de poursuite 
est donc constant; et le lieu décrit par le point I est une 
droite. 

La formule (1) prouve que si 9 est obtus, le mobile pour- 
suivant se rapproche de l'autre; au contraire, si 9 est 
aigu, la distance des deux mobiles augmente; enfin, la 
distance reste constante si ç est un angle droit. L'exactitude 
do ces résultats est évidente, et, pour vérifier ceux-ci. il n'est 
pas nécessaire d'avoir recours à la formule (I) ; mais îl était 
bon d'établir cette égalité pour montrer que, dans la boIu- 
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tion présente, l'observateur doit se déplacer sur une droite 
déterminée. 

Lorsque la poursuite s'effectue par des mouvements non 
uniformes, es reievantl'aDgledepoursuite.pour des iotervalles 
déterminés, équidlstanta si l'on veut, on obtiendra une cei^ 
taïne ligne brisée correspondante et, par suite, une courbe que 
l'on peut tracer en réunissant, par un trait continu, les som- 
mets de cette ligne. La courbe de poursuite, comme ou peut 
l'appeler, indiquera les variations qui ont été éprouvées par 
les distances des deux mobiles, aux divers moments de la 
poursuite. 

2° Il est, certainement, plus difficile d'évaluer, à un instant 
doQué, la distance absolue des deux points mobiles; voici 
pourtant une solution de cette question, assez simple, relative- 
ment {*). 

Supposons que l'opérateur après avoir relevé l'angle a, an 
point K, se Iransporle, avec la même vitesse que H, parallé- 
lemenl à AH, de K en K'. Arrivé 
au point K', il ob8flr\'e les points 
mobiles A', H', dans leur nouvelle 
position ; soit p l'angle relevéenK', 
On voit facilement que la distan- 
ce des points mobiles augmente, 
diminue, ou reste constante, sui- 
vant que l'on a p > œ, p < «, ou 
p = a; et cette remarque permet 
de résoudre encore le problème de 
la poursuite, quand on veut simple- 
ment apprécier si le mobile A 
gagne, ou perd, du terrain, sur 
le mobile B qu'il poursuit. 
Mais proposons-nous d'évaluer, exactement, le rapport des 
vitesses des deux mobiles ; de cette connaissance, nous dédui- 
rons ta vitesse de A, coùnaissuut celle de H; et, par suite. 



a 


\ 






h 


^. 






\ 



Fig. tes. 



["i Od peut, considérer la Golulion présente comme puremcut théo- 
rique. NëanmoÎDs, certains cas pourraient se présenter, pour lesquels 
■on appIicalioQ deviendrait utile. 
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la variation qu'a subie la distance des deux mobiles, aux 
deux instants observés. 
Nous avons 

AA' = AH - ATI = AH - A'H' + HH', 

ou AA' ^ KK'. 55 _ KK'. ^ + HH'; 

et, par conséquent. 
AA' 



«> li='*™(rs-sk)- 



Le point S peut être déterminé par un aide qui, partant 
de K avec une vitesse convenable, se déplace dans la direc- 
tion KA; K'S est donc une longueur que l'on peut relever 
avec le ruban divisé. 

Quant à la longueur RK, elle n'est pas connue; car on ne 
doit pas admettre, dans le cas présent, que l'on puisse reveniren 
arrière de la position H'K'. Il faut alors supposer qu'un second 
aide parte de K', dans la direction déterminée Â'£'. Au bout 
d'un temps égal à celui qui a séparé les deux observations 
faites en K et eu K', le second aide occupe une position T, 
et, le mouvement étant uniforme, on a K'T = RK. 

La formule (i), dans laquelle, pour simplifier le calcul, on 

On pourra, avantageusement, pour ce calcul, faire usage de 
la table des inverses. Malgré ces diverses remarques, on peut 
prétendre quelasolutiou précédente est plutdt théorique ; mais 
il ne parait pas facile d'en imaginer une autre plus pratique; 
le problème en question offre nécessairement, au point de 
vue des exigences matérielles qu'il comporte, une certaine 
difficulté. 

Avant de quitter le sujet qui vient de nous occuper, nous 
voulons faire connaître le procédé pratique, employé par 
l'Artillerie, pour résoudre le problème de la distance d'un point 
donné à un but inaccessible. Les instruments employés, dans 
cette intention, sont les télémètres ou télométres; nous allons 
indiquer les principaux. 
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LES TÉLfiHÈTRBS OD TtLOH^BES (*} 

64. RéOexlonB génârales. — Le principe général qui 
sert de base à cgb instnimenU peut s'énoDcer ainsi : on coiiBi- 
dère un triangle, et, le plus ordinairement, un triangle rec- 
tangle dont un côté constitue une base invariable, mesurée 
avec soin; les instruments font connaître la grandeur de 
l'angle ît la base. 

Au point de vue de l'Artillerie, ces petits appareils sont d'un 
intérêt médiocre et purement théorique. L'un d'eui, le télo- 
mètre Goulier, est réglementaire; et il existe daus toutes les 
batteries d'Artillerie de campagne; maïs pas un. seul n'est 
employé pratiquement et, pour divers motifs, on a renoncé à 
se servir du télomètre. 

Pourdonuer une évaluation, toujours médiocre, delà distance, 
le télomëtre exige uue manipulation trop Iongue,ettrop minu- 
tieuse, pour être vraiment pratique. Il y a ÎDcontestablemeat 
économie de temps à évaluer approximativomenl la distance à 
vue, en s*entourant de quelques précautions; puis, àouvrirle 
feu sansretard. Un très petit nombre de coups sufBsentpour rec- 
UGer, par le réglage, l'erreur commise sur la distance ; de plus, 
on a l'avantage d'avoir fait du bruit le premier, ce qui n'est 
pas sans profit, au point de vue du moral. Avec l'usage du 
télomètre, on risque de voir le tir de l'ennemi réglé sur la 
batterie, avant que celle-ci ait tiré son premier coup. 

Dans le tir déplace (tir concentrique par exemple) on élude 
la recherche de la distance, en employant directement an 
calcul de l'angle de tir qui convient et de la direction à don- 
ner à la pièce, les données qui pourraient servir à l'évaluer. 
Il est évident en oQet que si, d'une part, la distance est fonc- 
tion de certaines mesures angulaires; si, d'autre part, les élé- 
ments du tir (orientation et inclinaison de l'axe de la pièce) 
sont fonctions de la distance, les éléments du tir sont fonc- 
tions des mesures angulaires. Il y a doue intérêt à éliminer, 
pour siosi dire, la distance qui n'est pas, par elte-mêmei 



(*1 Nous devons lea renseiKoemenlfl suiranta, suc les Tâlémètree, 1 
l'obligeuice de M. Louîb Li^ d'iraj, lienlenftnt d'Artillerie. 
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intéressante a connaître. On conçoit alors que des calculs, 
faits d'avance, ou des constructious graphiques, préparées une 
fois pour toutes, puissent donner le résullat, pour ainsi dire 
directement, du moins dans le cas oii la pièce qui tire occupe 
un emplacement fixe et 6h les postes d'observation, d'oîi sont 
faites les mesures d'angles, sont des points invariables. 

L'opération qui consiste à mesurer les distances est éga- 
lement supprimée dans le lir de côte. L'altitude de la batterie 
étant connue, lefe éléments du tir sont fonction de l'angle de 
dépression seulement; et ou a même là des appareils de visées 
dans lesquels certains profils d'excentriques sont calculés 
suivant les propriétés balistiques de la pièce, ce qui permet 
de tirer directement, sans autre manipulation que celle qui 
amène le but dans le cbamp du viseur. Bu même coup, en 
effet, la pièce se trouve dirigée de façon à atteindre l'objectif. 
L'appareil Déport, auquel nous faisons allusion ici, est curieux 
au point de vue mécanique; mais on peut dire, d'une façon 
générale, que l'emploi des télémètres et télomètreS est actuel- 
lement, de l'histoire ancienne, au point de vue militaire. Ils sont 
décrits dans les cours, comme représentant des tentatives faites 
en vue de l'Artillerie; mais on considère, généralement, qu'il 
n'existe pas encore de solution satisfaisante de ce problème. 
luBsi, pratiquement, la difficulté estplutôttouméequerésolue. 

Cependant, il n'est pas douteux que, pour l'Artillerie de 
campagne principalement, linappareil qui demanderait très peu 
detempti employer et donnerait une grande précision âans 
^nonipulatimt trop minutieuse, serait exlrémement précieux. 

Quoi qu'il en soit, voici une description sommaire des prin- 
cipaux télémètres et télomètres. 

%■ Télémètre Goulier. — Soit P le point inaccessi- 
ble dont on veut mesurer la dis- 
tance au point A; soit d cette 
distance inconnue. Supposons 
deux observateurs placés en A L-^gT'^^ Fia soi 

etB. Si l'angle Aest droit il suf- "* 

fira de mesurer a pour en conclure D, la distance AB étant 
connue. 
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Il faut donc, en A, un appareil permettant de faire denz vi 
Bées rectangulaires (appareil A. L'une de ces visées sera diri- 
gée sur P; l'observateur B ira se placer sur le prolongement 
de l'autre. En B, il faudra un appareil permettant de viser à 
la fois A et P, c'estrè-dire un appareil donnant deux visées 
à angle variable, cet angle différant d'ailleurs peu de l'angle 
droit (appareil B). 

AB ayant une longueur fixe (pratiquement 40 mètres), dest 

simplement une fonction de a. Si donc la vis de rappel-, qui 

permet de faire varier a, fait mouvoir en même temps une 

A^d^-^ réglette convenablement graduée en 

'•^ 7 7\ \ distances, en face d'un repfere, une 

\ / ^ \ \.^' simple lecture donnera d. 

Hk^ / .---''\\\ Appareil A. — Il comprend un 

^, ^J?^ voyant poûrque B puisse le viser avec 
^^"""^ ■■\ précision, et un viseur dont le champ 

est divisé en deux parties. La partie 
Fig.iOii- supérieure reçoit directement les 

rayons émanés du point sur lequel est dirigé le viseur, La 
partie inférieure reçoit des rayons sortant d'un prisme à ré- 
flexion totale après y avoir subi une déviation égale à 90*. Ce 
prisme est placé dans l'intérieur du viseur, et ses 
deux faces rectangulaires correspondent à deux ou- 
vertures pratiquées dans l'enveloppe. 

Appareil B. — Même principe que l'appareil A dont 
il est symétrique, sauf que, pour rendre variable 
l'angle des deux visées, on interpose, sur le trajet 
des rayons directs, un prisme à angle variable com- 
posé de deux lentilles; l'une, plan-convexe; l'autre, 
Fig. îoB. plan-concave de même rayon. Sans la position ci- 
contre, les faces planes sont parallèles ainsi que les faces 
courbes : c'est donc une glace à faces parallèles. Au contraire, 
si l'on déplace l'une d'elles perpendiculairement à la direction 
de la visée, c'est-à-dire de manière que l'axe optique reste 
parallèle à lui-même, le système formé par les deux lentilles 
devient équivalent à un prisme dont l'angle varie suivant 
l'amplitude du déplacement : ou peut donc modifier l'angle des 
deux visées suivant l'éloignement du point P. 
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Une réglette à crémaillère, mue par un pignon monté sur 
l'axe de la vis de rappel qui produit les déplacements de la 
lentille, glisse en face d'un repère fixé à l'ap- 

pareil.Pourchaque positionde la lentille et, r - ; 

par Buite, de la réglette, on a inscrit sur la ^nJûûû^^^wLJï? 
réglette la distance correspondant à la \'aleur %^ 

de a qui résulte du déplacement donné à la ^'9- ^^■ 

lentille mobile. D'après cela, lorsque B aperçoit à la fois A et 
P, il n'a qu'à lire, sur l'instrument, la distance cherchée. 

Opération pratiqite. — L'observateur A se place de manière à 
voir P par double réflexion dans le prisme ; puis, il fait placer 
B, qui lui est relié par un fil long de i(M°, de façon à l'aperce- 
voir directement dans son viseur. 

L'observateur B, une fois placé, se tourne de façon à voir P 
par réOexion dans le prisme, et il agit sur la vis de rappel 
jusqu'à ce qu'il aperçoive Â, directement, dans le champ de 
son viseur. Ce résultat obtenu, il donne un signal pour que A, 
qui est immobile, rectifie, s'il j a lieu, la coïncidence des 
deux images ; il rectifie lui-même la coïncidence des siennes 
et il lit la distance. Les deux appareils sont tenus à la main. 

66- Télâmôtre Gautier. — Un tube cylindrique renferme 
deux miroirs à 4b" qui fonctionnent comme les deux faces 
étamées des prismes de l'appareil précédent. Une lunette 
reçoit, dans une moitié de son champ, des rayons de visée 
directe; dans l'autre, des rayons doublement réfléchis. Sur la 
partie antérieure du tube est moulé un anneau mobile portant 
un prisme. En faisant tourner l'anneau et le prisme, on fait 
varier l'angle de déviation des rayons destinés à la lunette. L'ap- 
pareil est donc analogue à l'appareil B du télémètre Goulier, 

Emploi. — Tourner l'anneau mobile, de manière à amener 
le trait ïn/îni an face du repère fixe (déviation nulle); alors les 
deux visées sont rectangulaires. L'observateur vise le point 
dont il veut savoir la distance et remarque, dans la campagne, 
un objet éloigné dans le prolongement de la direction de la 
seconde visée. 

Il se transporte alors, dans cette direction AB, d'une certaine 
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diBtaDce A3 qu'il mesure. Arrivé en B ; il vise de nonvean 
P et agit, sur l'anneau mobile, jusqu'à ce que l'image de 
l'objet éloignéqu'il a remarqué lui parvienne. A 
ce moment il Ut, sur une graduation portée 
par l'anneau mobile, la distance qui se trouve 
inscrite sur le trait correspondant au repère. 

On peut appliquer cette méthode, en se ser- 
vant de l'appareil B du lélomëtre Qoulier. 



Fig. »û8. 57. Télémètre Labbezi — Cet appareil est 

analogue au précédent, mais la vision de l'objet auxiliaire se 
fait sans interposition de prisme. C'est par la variation de 
l'angle des deux miroirs qu'on obtient la coïncidence des deux 
images. 

On fait varier l'inclinaison du second miroir sur le premier 
qui est fixe, en agissant sur un anneau mobile qui porte, 
comme l'appareil précédent, une graduation eu distances, 
mobile devant un repère. Quand l'angle est de 45**, le repère 
se trouve en regard du trait co . 

68. Télémètre Sapla. — Ildonne la distauced'un navire à 
ube batterie de câte, en fonction de la bauteur de la batterie 
au-dessus du niveau de la mer et de l'angle de dépression, 
c'est-à-dire, do l'angle que la ligne de visée 
du navire fait avec l'horizon. 

Il se compose d'un limbe vertical fixe, 
le long duquel se meut la lunette avec 
laquelle on vise le navire. Cette lunette est 
Fig. *0». mobile autour d'un axe, fixé en A, perpendi- 

culaire au plan du limbe; elle s'appuie, en outre, sur un 
excentrique à came, appelé limaçon mulliplicatear. L'inclinai- 
son de la lunette varie suivant la portion du limaçon sur 
laquelle elle repose. 

La came amplifie cette variation d'angle. I^ mouvement 
angulaire du limaçon entraîne une aiguille indicatrice mobile 
contre l'autre face du limbe. Cetle aiguille porte un curseur 
mobile. Sur la seconde face du limbe, des circonférences 
concentriques ont été tracées, ayant leur centre au centre de 
rotation du limaçon et des rayons proportionnels à diilérentes 
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altitudes. Sur chacune d'elles, on marque les positions de la 
règle indicatrice qui correspoadeut, pour une altitude propor- 
tionnelle à son rayonna une -même dislaoee iLorizontale. 

Emploi. — Si l'on a soin de mettre le curseur à hauteur de 
la circonférence correspondant à l'altitude de la batterie, il 
suffît de viser le navire : la position correspondante du lima- 
çon détermine une certaine position de l'aiguille indicatrice 
et la distance cherchée se lit à hauteur du cursear sur la cir- 
conférence correspondante. 

59. Méthode Arnould. — Une base fixe, de grande 
longueur, a été préalablement mesurée; un observateur est 
placé à chaque extrémité. Chaque observateur muni d'un appa- 
reil pour mesurer les angles se tient en relation téléphonique 
avec un poste central oh la base, réduite à une échelle don- 
née, est reportée sur une planchette. Les indications angulai- 
res transmises par le téléphone permettent de fixer immédia- 
tement la position du but, grâce à des rayons divergeant des 
deux stations, tracés h l'avance, sous toutes les inclinaisons. 
Des cercles concentriques, tracés également à l'avance, autour 
de l'emplacement de la pièce, donnent la distance du but par 
une simple lecture. 

On prendra trois stations, au lieu de deux, si l'on veut avoir 
une vérification. Les erreurs grossières, accidentelles, seront 
ainsi évitées. 

Cette méttiode est analogue à celle qui est employée dans 
les places, pour le tir concentrique. Elle en diffère en ce que 
le but des planchettes Perruchon. pour le tir concentrique, est 
de donner par une simple lecture la hausse et la dérive à 
employer pour ouvrir le feu sur le but; même, s'il n'est pas 
visible de la batterie. 

CHAPITRE VI 

LES PROBLÈMES DB LA DROITE INACCESSIBLE 

Avant d'aborder, comme nous le ferons dans le chapitre 
suivant, la détermination de la longueur d'un segment con- 
stitué par deux points inaccessibles, nous devons examiner 
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an préalable, certaiaes questions dont la solution intéresse les 
différente problèmes de la droite inaccessible et, notamment, 
celle qui peut se poser ainsi: mener, par un point donni C, 
«ne parallèle à une ib'oite inaccessible, ÂB. 

Serrois et Mascberoni ont compris toute l'importance de 
ce problème pour lequel ils ont proposé plusieurs solutions ; 
nous indiquerons d'ailleurs tout à l'beure une de ces solutions, 
présentant un caractère particulier de simplicité; elle est 
basée sur le principe des antiparallèles. 

60, — Il est 30us-enlendu que le prolongement de ÂB ne 
pénètre pas dans la partie accessible; autrement, on pourrait 
jalonner ce prolongement; et l'on serait ramené à tracer nne 
parallèle à une droite accessible. 

Nous signalons aussi, sans nous y arrêter, la solution 
souvent présentée, qui consiste à porter, sur les jalonne- 
ments CA et GB, dans la partie accessible, des longueurs CA 
CB', proportionnelles aux distances CA, GB. Cette solution, 
très simple au point de vue théorique, présente, quand on 
envisage son cdté pratique, le grave inconvénient d'exiger la 
connaissance des longueurs OA, CB. En la comparant à cel- 
les que nous allons successivement exposer, on reconnaîtra 
qu'elle offre vraiment une complication relative. 

61. La solution par les figures homothétiques. 

^s — Une des solutions qui se pré- 

sentent le plus naturellement à 
l'esprit est celle qui prend pour 
base le principe des figures homo- 
thétiques. NousTexposerons avant 
plusieurs autres, plus pratiques, 
parce qu'elle est très facile à 
retenir. 

Prenons, arbitrairement d'ail- 
leurs, deux points C, D, dans la 
^'l>- *'"■ partie accessible; puis, jalonnons 

les lignes de visée CA, GB, DA, DB dans la région oii la 
chose est possible. Si, par un point quelconqueM, deCD, noua 
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meuoDS les alignemenU MP, MQ respectivement parallèles è 
DA, DB ; nous obtenons ainsi deux points P, Q, sur les droites 
CA. CB. 

Il résuUe, de cette construction, que les quadrilatères CMPQ 
GOAB sont homotbétlques ; PQ est donc parallèle a AB. 

La construction précédente donna aussi la longueur du 
segment inaccessible AB. On a, en effet, 

Mais nous ne signalons ce résultat que très incidemment; 
parce que nous traiterons, avec détails, dans le chapitre sui- 
vant, le problème de la distance de deux points inaccessibles. 

62. Les solutions par l'écpierre ordinaire. — l^Si 
la distance AB est peu considérable, et si les points A,B 
ne sont pas trop éloignés de 
la partie accessible V, on peut ,-; 

opérer de la manière suivante. ^, / '; „ 

Sur une droite HK, jalonnée 
sur le terrain V, on détermine 
les points H,K, projections de 
A, B, sur cette droite; puis, on 
jalonne lesprolongements HB', 
HA' des droites AH, BK. Cela 
fait, on prend le milieu de HK 
et l'on jalonne encore les pro- 
longements des droites AO,BO ; 
cnHn, on achève le tracé, 
comme l'indique la figure. '''P- ■"■ 

Celle construction permet aussi, comme on le voit, de déter- 
miner la longueur de AB, car l'on a A'B' = AB.EHe est peut- 
être un peu plus simple que celle qui prend pour base ta 
considération des points symétriques de A et de B par rapport 
àunedroite^jalonnéesurle terrain accessible. Yoici d'ailleurs 
cette construction. 

2» On détermine, comme noua venons de l'expliquer, les 

droites HA', KB' qui représentent les prolongements, dans la 

(i. SE L. — GtoxÉTBie DB h\ Régi.e. 15 
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partieacce8sibledeHA,etdeKB(/Sg.2/i;.Ayaiit pris, arbitrai- 
rement, un point sur i, oa 
.'/^ relève, avec la fausse équerre, 

/ 1 ,-•■ Buccessivement les angles AOH, 

BOK; et l'on reporte ces angles, 
de l'autre côté de A, en HOA' 
et KOB'. SI l'on yeut avoir, aim- 
plement, la distance AB, on 
relèvera la longueur A'B'; si 
l'on veut, en outre, avoir la pa- 
t'ig- iii- rallële à la direction AB, il 

faudra prendre le point B' symétrique de B, par rapporta 
AA' ; alors A'B' est parallèle à AB. 

3" Supposons que les points A,B soient très éloignés, maie 
admettons qu'il existe, dans la partie accessible, une droite A 
sur laquelle A et B se projettent, 
en H et en K. 

Soit C le milieu de IIK; 
jalonnons Cz perpendiculaire- 
ment à HK, et aussi les pro- 
longements GA.', GB' des direc- 
tions GA, GB. Prenons mainte- 
nant, sur Gz, un certain point 
0, et traçons les aligJiements 
ï* OP, OQ parallèles, respective- 
ment à CA', GB'. La droite PQ 
sera partagée en deux parties 
égales par G^; le srgment ÂB 
jouit de cette même propriété, 
relativement au prolongement 
Ga' de Ga ; finalement PQ est 
'■'a- ***■ parallèle à AB. 

D'ailleurs, si l'on possède, dans la partie accessible, un 
alignement parallèle à AB, le problème peut être considéré 
comme résolu. 




63. La solution par l'orthooentre. — Aux solutions 
pur réquerre, exposées ci-dessus, se rattache une solution 
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très naturelle; nous voulons parler de cellequi prcDd pour base 

la considérationde l'or- 

thocentre. .-'/ ' 

On détermine la pro - ,,-'' // 

jection B'de B, sur OA- ,,-''' /'/ 

puis la projection A' de 
A, sur OB. On obtient 
ainsi un point H qui est J 
l'orthoceotre de AOB; 
par suite OHX est la 
direction perpendicu- 
laire à AB. En élevant 
OX', perpendiculaire à 
OX, cette droite OX' est 
la parallèle cherchée. "3- *"■ 

On peut calculer, bien simplement, la distance du point 
à la droite AB, eu observaut que la ponctuelle 0, 1, H, M est 
harmonique; on a donc 








OM 


OH CI 






On 


peut aussi 


déduire, 


de cette construction, 


ia longueur 


de AB 


:, eu observant que les triaegles OA'B', 


OAB étant sem- 


Wable 


s, on a 


AB 


-■%^.- 







Dans cette formule, OM' désigne la distance de à A'B'. 

Mais, la solution que nous venons d'exposer offre un incon- 
vénient grave; elle exige, eu effet, que l'orthocentre du 
triangle OAB soit situé sur le terrain accessible. 

Cette condition est réalisée quand l'angle AOB diffère peu 
d'un angle droit; dans d'autres cas, il peut arriver que H 
appartienne, au contraire, à la région inaccessible. Bref, sui- 
vant un terme que nous expliquons plus loin, cette solution, 
au point de vue pratique, n'est pas générale, Elle se trouve 
notamment en défaut lorsqu'on suppose les points A, B trës 
éloigné,s et l'angle AOB très aigu. 

Voici une construction, conséquence naturelle d'une idée 
générale, etquî convient à tous les cas. Nous indiquerons. 
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à ce propos, quoilc est cette idée, que nous appliqueioas d'ail 
leurs, dans d'antres occasions. 

64. La méthode d'inversion. — Imaginons nue figure 
F formée de points A., B, G. . . (ou de lignes) situés dans uno 
régiou inaccessible. Dans la partie accessible, choisissons un 
point 0, qui sera le pôle de la transformation que nons allons 
effectuer. De 0, visons le point A ; puis, élevons ô cette direo 
tioQ une perpendiculaire sur laquelle nous prenons un point M, 
tel que OM = h; h désigne une longueur arbitraire, mais qui 
sera la m6mopour touslespoinlsdeF; une simple ficelle, plus 
ou moins longue, suivautles cas, tendue à partir de 0, dans la 
directionOM,déterminera nettement ce pointM. Avec l'équerre, 
placée en M, on vise A., et l'on obtient, dans la direction per- 
pendiculaire, une ligne de visée MA'; ou jalonne celle-ci ; un 
point A' se trouve ainsi déterminé, sur le prolongement de 
AO. D'après cette construction, on a 
OA.OA' = A», 
liu la répétant, pour les diETérents points B, C, .... de la 
ligure F, on obtiendra finalement, dans la région access'blc, 
^ une figure f, inverse de F, et cette 

// figure /", sera aussi reslreintequel'on 

/'/ voudra, si l'onchoisitAsuSisammeot 

/' / petit. Des propriétés et des dimen- 

/' / sions do /■, on peut déduire les pro- 

priétés correspondantes et, aussi, 
les dimensions de la figure F qu'on 
ne peut aborder. 

D'une façon générale, on voit 
comment, en utilisant l'idée qui 
sert de base au:; méthodes de trans- 
formation des ligures, et en l'appliquant à une figure inac- 
cessible F, on pourra déduire certaines propriétés de cette 
figure, del'étude de la figure transformée f, pourvu que celle- 
ci soit placée sur le terrain accessible. 
Revenons au problème particulier que nous avons en vue. 
Au point 0, élevons, aux droites OA, OB des perpendiculaires 
sur lesquelles nous portons deux longueurs OA', OB', arbi- 



""^i 
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Des points A', B' aicsi 
visée A'A, WB, puis les 
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traii'cmeiit choisies, mais égales. 
obtenus, dé'.ermiiioDS los ligues de 
lignes de visée, perpendiculaires à 
celles-ci. Les égalités 

OA.OA" ='ÛA'*, 
OB.OB"=ÔF», 
OA' ^. OB', 
prouvent que 

OA.OA' =0B. OB'. 
La droite Â'B* est donc l'autipa- 
rallèle de AB, dans l'angle AOB. 
Pour achever le problème, il ne 
reste plus qu'à mener B'p perpen- 
diculaire sur OA', et A'a perpendi- 
culaire sur OB'. Le quadrilalorc 
h."B"'>^ étant inscriptible, on a 
OA".OMOB'.Oa; 
OA 09 
et par suite 55 = ^^- 

Ainsi etp est parallèle à AB. '"' ' ' 

65. Les solutions par la fausse équerre. La solu- 
tion de Mascheroni. — ^ 
Ayant jalonné, daus la .^ 
région accessible V, les ,.-'_,-' 
lignes de visée OA, OB, 
on relfeve l'angle AMB; 
puis on se transporte 
sur OB, en partant d 
0, jusqu'à ce qu'on ait 
trouvé un point N tel 
que ANB ^ AMB. I.a 
droite MN est donc anti- 
parallèle à AB. On relève 
alors l'an g le ON M, et, par 
un point M', arbitraire- 
ment choisi sur DM, on tire un alignement M'N', de façon que 
0M'N'=ONM. La droite M'N' ainsi obtenue, est parallMe h MN. 





Fig. 317. 
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Telle est, arrangée par ServoiB, et aussi simpliflée que pos- 
sible, la meilleure des solutioDs do Mascheroni; elle oiTre. 
au plus haut degré, le caractère pratique nécessaire aus solu- 
tions qu'on devrait nommer, dans cette géométrie que nous 
développons ici, les solutions générales (*); pour exprimer 
qu'elles répondentà toutes les exigences des situalioDsdiverses 
Eusceptiblos d'être imaginées. On observera, en effet, que les 
tracés indiqués plus haut peuvent être réalisés dins un espace 
de terrain .".uBsi limité qu'on le voudra. 

Ajoutons que la solution précédente est bien propre à mon- 
trer la supériorité de la fausse équerre sur l'équerre ordi- 
naire dans les opérations effectuées su rie terrain. Pourrésoudre 
ce problème avec l'équerre ordinaire, il faudrait trouver, sur 
la partie de OÂ qui est accessible, un point d'oh le segment 
AB serait vu sous un angle droit. Mais si la distance AB est 
relativement petite, le cercle décrit sur AB comme diamètre 
est situé, tout entier, dans la région inaccessible V; la con- 
struction donnée devient illusoire. L'emploi de la fausse 
équerre est donc préférable. 

Ce caractère do généralité, que nous avons reconnu à la so- 
lution de Mascheroni, appartient aussi à celle que nous allons 
exposer maintenant : on verra, au chapitre suivant, l'avantage 
qu'elle présente sur celle de Mascheroni. 

Seconde solulion. — Prenons, sur une droite i. tracée dans la 
partie accessible, deux points quelconques C, D; puis jalon- 
nons, comme l'iodique la figure: i" les prolongements de AG 
et de BD, 2" les droites DP et tIQ, parallèles, respectivement 
aux prolongements OX, DY, BG et de AD. 

Nous allons montrer que PQ est parallèle à AB. 

Les triangles semblables AOO, CO'P donnent 
AO _ CO 
CÔ'~PÔ" 

(*| Ces solutions générales, on le comprend bien, u'ôtenL rien à l'intârât 
qui doit a'altaclier aux solutions particulières. Sana doute, cellei-ci ne 
pourront pas toujours Stre emp!o;(!ea; et, devant certainesdifflcultés pra- 
tiques, elles devront faire place à l'une des solutions gënéralea; mais, 
dans d'autres cas, al les dlfflcultcs auxquelles nous faisons allusion n'eiia- 
tent pae, elles devront au contraire être préférées aux soluf 
raies; car, le plus souvent, elles nëcesaitent moins de travail. 
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(1) OO.CO'^AO.PO'. 

De même, dans les triangles BOD, DO'Q, 

(2) DO.DO' = BO.QO'. 
D'ailleurs, OGO'D étant un parallélogramme, on a 

OD^CO', CO = DO'. 
Les égalités (i) et (2) prouvent que 

AO.PO' = BO.QO', 
égalité que l'on peut écrire aiusi : 

AO Q(y 

B0~ pcr' 

Les deux triangles ÂOB, QO'P ont un angle égal, compris 

ontre côtés proportionnels ; ils sont donc semblables. Les 




angles ABO, O'PQ étant égaux, BOétaut parallèle à PO', et les 
angles étant alternes internes, les droites AB, PQ sont paral- 
lèles. 

Observons que les points C, D sont arbitrairement choisis; 
par suite, le quadrilatèreCDPQ est aussi limité qu'on le vou- 
dra, la construction précédente répond complètement au pro- 
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blême que nous venons de traiter, dans toutes les conditions, 
plus ou moins difficiles, qui peuvent lui être imposées. Enfin, 
suivant le terme employé plus haut, c'est une solution géné- 
rale du problème qui vient de nous occuper. 

Cette remarque importante s'applique encore à la solution 
suivante. 

66. Solution de Poncelet. — Le problème actuel a été 

envisagé par Poncelet (*) lorsqu'il a traité l'exercice suivant : 

Étant donnée un parallilogramme et une droite indéfinie; lui 

mener, par un -point donna, une parallèle, en ne se servant que de 

la régie seule. 

On observera d'abord les termes dans lesquels la question 
est posée. 

Au premier abord, ces mois: la règ'e seule semblent faire sup- 
poser que le problème en question ressort de la géométrie de 
la règle ; ce qui ne peut 

i i -_£ — pasëtrc.MaisPoacelets'ac- 

/VX ^^.^'y' corde, dans le domaine de 

Z-A/N / l'épure, la présence d'un 

?\7v/\ parallélogramme, comme 

/ //^ \ IofaisaitLambert{premiere 

I // ,^\-\ paciie, § 22) pour résoudre 

l// ^\\ '* ^^i'^'' problème. Quoi 

' i^. -. ^ _^^ >. 1"''^ ^"^ ^"'^ '^'^'^^ plaçant 

^ "' au point de vue des tracés 

^''■i' *"■ que l'on peut exécuter sur 

un terrain, nous revenons ici sur celte question; et nous 
allons, après l'a voirdégagée do cortaio es considérations de géo- 
métrie supérieure, exposer l'élégante construction de Poncelet. 
Nous expliquerons d'abord comment on ramène le problème 
posé à la question suivante : 

IJeux parallèles &, &' étant jalonnées sur un teiToin, leur mener, 

par de simples alignements, une parallèle, par un point donné M. 

Effectuons, dans l'ordre indiqué, les alignements i , 2, ... 7; 

8 Géométrie, par J.-V, Poncelet 
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I certain point M' : MU' est la droite 



nous obtenons ainsi 
cherchée. 

En effet, UD coupo ÂB en son point milieu G. D'aitleuis. 
il résulte de la construction que la droite MM' doit couper A' 
on un point conjugué harmonique do C, par rapport ïi AB. 
D'après cela, MM' est parallèle à i'. 

Cette remarque étant faite, nous pourrons considérer le pro- 
blème qui nous occupo comme résolu par des alignements seuls, 
si nous pouvons tracer, dans la partie accessible du terrain, 
(les parallèles à la droite inaccessible proposée. Voici la solu- 
tion de Ponce le t. 

Soient 0,0' deux ■"-, p -> 

points visibles sur la \\, ,■" 

droite inaccessible. On '■•^"'\ ,-V 

jalonne les lignes do vi- >, \ 

séo AO-A-O*; et on leur ■ '\ / ; 

mène les parallèles CD, 
CB. SoitRun point arbi- 
trairementchoisisurAC; 
les lignes do visée RO, 
RO' permettent de déter- 
miner les points P, Q ; la 
droite PQ est parallèle 
à 00'. 

En eifet, les triangles 
semblables BAC, BCQ, 
d'une part; RAO', RCP, d'autre part; donnent : 
RA ^ AO RA _ AO' _ 

RO ~ CQ' RU ~ CP ' 
AO CQ 
et, par suite, ÂÔ^ = Cp- 

Les triangles CAO', QCP ont donc un angle égal compris 
entre deux côtés proportiouuols; ainsi, ils sont semblobles; 
d'où l'on peut conclure que PQ est paiallàle à 00'. 

67; La solution directs par les alignements. — Le 

tracé que nous venons d'indiquer, d'après Poncelet, donne 
un alignement PQ parallèle h 00'. Le même procédé permet 




Fig. sio. 
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d'obtenir un second alignement : puis, au moyen de ces deux 
parallèles tracées dans les parties accessibles, on peut, comme 
nous l'avons montré, obtenir une parallèle passant par un 
point donné. En un mot, la difficulté proposée ee trouve tran- 
chée par deux opérations successives. 
Proposons-nous de traiter le problème en question directe- 

< -\ -■ -- ;,.- 



Fig. SU. 
m£n/,c*eat-4-direparun tracé donnant immédiatement la paral- 
lèle cherchée. Poucelet (toc. cit.) a résolu ce tracé direct, par 
deux consti'uctioiiB ; nous allons faire connaître la plus simple. 
Soient : 00' la droite inaccessible, M le point par lequel on 
propose de mener une droite parallèle à 00', ÂBCD lo paral- 
lélogramme situé dans la partie accessible et servant de base 
aux constructions nécessaires, lesquelles sont exécutées, 
comme le montre la figure, dans l'ordre 1, % ... H. On obtient 
ainsi un point U' ; MU' est la parallèle demandée. 
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En effet, traçons OR, et prolongeons celte droite jusqu'à ce 
qu'elle rencontre CD en J ; FJ, comme nous l'avons observé 
au paragraphe précédent, est parallèle à 00', D'autre part, les 
triangles JRI, FRI coupés, respectivement par les trans- 
versales OKid', MKC, donnent 

OR M'J _ RK MF _ O'F KR 
' OJ ■ Wï ~ Ô ' MI ~ ÔR ■ HI ' 
Les droites FJ, O'O étant parallèles, comme nous l'avons 
rappelé, on a 

OJ O'F 

OR ~ O'R' 

M'J MF 

et.par8mte, m = W 

Celte égalité prouve que MM' est parallèle à FJ et, par 
conséquent, parallèle à 00'. 

Telle est la solution directe, donnée par Poncelet, et dé- 
duite par lui de considé rations inutiles à rappeler dans ce 
livre élémentaire. 

On peut observer, el celte remarque a été faite par Poncelet, 
que la construction précédente est susceptible d'une vérifi- 
cation, d'autanl plus précieuse qu'elle exige un grand nombre 
d'alignements, dont quelques uns peuvent se couper sous 
des angles très aigus. 

La droite O'S, prolongée jusqu'à sa rencontre avec BC, donne 
un point M" qui appartient à la droite MM'. Cette propriété 
estune conséquence de la remarque faite au paragraphe pré- 
cédent, remarque déjà rappelée tout à l'heure, et en vertu de 
laquelle M'M' est parallèle à 00'. 

Malgré celte vérification, le tracé de ta figure 220 reste peu 
pratique, à cause des jalonnements nombreux qu'il nécessite; 
il faut aussi reconnaître que la construction indiquée se fixe 
difficilement dans la mémoire; or, c'est une qualité indispen- 
sable des solutions de la géométrie pratique, d'être facilement 
saisies et retenues. 

68. Viser le milieu d'un segment inaccessible 

— On suppose qu'un point invisible to soit situé au milieu de 
la droite qui joint deux points visibles et inaccessibles 0, 0' ; 
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011 peut alora se proposer d'établir la ligne de visée qui va 
d'un point donné M, au point w; on peut aussi demander 
d'évaluer la distance Mu. 
Nous ferons observer que co problème peut se présenter dans 
la guerre des sièges, pour les 
**~ 7 ~^ motifs suivants. On peut savoir, 

,' / y par exemple, que, dans une ville 

assiégée, un certain point pré- 
sentant un intérêt particu1ier(unc 
caserne, une poudrière, etc.), 
point invisible pour les assié- 

I // géants, se trouve sur la droite 
1^ qui joint deux monuments visi- 

jf blés et à égale distance de ccux- 

^•S-ïW- ci. Alors se pose le problème 

que nous venons de soulever et sur lequel nous aurons \ reve- 
nir d'ailleurs, dans un procbain chapitre. 

Nous nous bornons, pour l'instant, à noter que, parmi les 
solulions qu'il comporte, il j en a une, au moins, qui est la 
conséquence immédiate des résultats obtenus plus haut. 

Ihlenons PQ parallèle à 00', puis construisons le parallélo- 
gramme MPQB : MR est la ligne de visée. 

Quant à la distance Mu», elle peut se calculer par la formule 

II faudra relever, avec la chaîne, les longueurs MP, MI et 
connaître la distance MO, ou la calculer, comme il a été 
expliqué au chapitre précédent. 

AMiTtmini. On peut encore résoudre le problème précédent 
comme nous allons l'indiquer; cette nouvelle solution est 
même plus simple. 

Traçons, dans la partie accessible, un alignement XX', et 
déterminons, avec l'équerre ordinaire, les projections M, M' 
des points 0, 0' sur XX': soit N le milieu de MM'. La ligne 
de viséo, pour une batterie placée en N, sera la droite NU, 
perpendiculaire & XX'. 

Il reste à déterminer la distance Nu. A cotefTet, traçonslea 
lignes de visée NO, NO' et, par C, menona-leur les parallèlee 
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CA, OB, La droite ÂBest parallèle à 00'. Nous avons doDC 
No. NO _ NM 
NI ~ NA ■" NP ' 
NM 

d'où N«=.NI.-^. 

Cette formule donnera la longueur de la ligne de viaée, sans 
qu'il soit nécessaire de connaître 
autre chose que les longueurs des 
lignes accessibles NI.NU, NP,qui 
sont données par un chaînage des 
plus simples, si la distance 00', 
comme nous l'avons supposé, n'est 
pas très grande, ou si, tout au 
moins, sa projection sur XX' est 
suffisamment petite. Nous ne par- 
lons pas, bien entendu, des autres 
longueurs Kl, NP, car colles-ci 
peuvent être choisies aussi rourtes 
que l'on voudra. 

Remarque 1. — Si l'on veut établir le point do visée, non 
pas en N, mais eo un autre point M, de XX'; on doit couli- 
nuer la co instruction, comme il suit. 

Ayant jalonné PI (*), on tracera, par M, une parallèle à cette 
droite; on obtiendra ainsi la ligae de visée. Quant ii la dis- 
tance M(» elle se calcule par la formule 
MN 



Fig. as. 



M<u 



= PI. 



NP' 



Mais, en général, du moins daos une certaine étendue du 
terrain, la position du centre de la batterie importe peu; on 
choisit donc l'alignement fondamental XX' de façon que le 
point N soit dans la région favorable à l'établissement de 
cette batterie. 

Reharque II. — Los Eolutions précédentes réclament l'em- 
ploi de réquerre ou celui de la '"ausso é'iucrre; une autre 

(') Les droites l'I, Miù n'ont pas ëlé trac 8 poir'aijser plus ilc n^Llilii 
^lafljjure. 
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construction, celle-ci n'exigeant que des alignements et un 
cordeau, repose sur la propriété dea points milieux des diago- 
Dules d'un quadrilatère complet; nous l'indiquerons dans un 
chapitre suivant, quand nous traiterons de certains problèmes 
d'artillerie. Ace moment, nous reviendroos sur la question pré- 
sente, pour l'examiner dans toute sa généralité. 



69. La distance à une droite inaccessible. 

solution directe. Représentons toujours par A, B les 



l-io 




Fig. »H. 
qui rencontre A'fi' en J. Nous avons 



points inaccessibles consi- 
dérés; et proposons-nous 
d'évaluer la distance d'un 
point 0, pris daus la région 
accessible, à la droite AB. 

Bien entouduj on ne sup- 
pose pas que le prolonge- 
ment de AB pénètre dans 
la partie accessible. 

Dans celle-ci, traçons une 
droite i; soient A', B' les 
projections de A, B sur A, 
Les angles AB'C, BAT) 
étant droits, traçons CD 



par suite, BB' 



FD 
- AA' = BK ^ ■^ti 



A'B' ^ 
A'C ' 



>B'D A'C 7 



D'autre part, le trapèze CA'JL donne (Première partie, § U) 



B'D AU JL A'C li'R 

D'après cela, noua avons donc 

BK.B'R= A'B''. 
Cette égalité prouve que les triangles ABK, A'B'R sont 
semblables. Ainsi A'R est perpendiculaire sur AB. Incidem- 
ment, on voit que nous trouvons ici une solution du problème, 
envisagé d'ailleurs à la fin de ce chapitre, qui consiste à abais- 
ser une perpendiculaire sur une droite inaccesiUtle. Ce problème 
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ne présente guère d'intérêt particulier; en effet, si l'on sait 
tracer des parallèles à une droite ÂB (et nous avons résolu ce 
problème de plusieurs façons, dans les paragraphes précé- 
dents) on détermine, par cela même, au moyen de l'équerre, 
des perpendiculaires à cette direction. 

Mais l'évaluation de la distance du point dooné à la droite 
inaccessible est au contraire un problème que nous n'avons pas 
encoreabordéionpeutlerésoudrecommenonsallonsrindiquer. 

Considérons les triangleB semblables AA'S, A'B'R; nous 
A'S B'R 

Mais A'A = ; 

donc A'S^ • 

AR. AL 

On calcule A'S : la distance inconnue est égale a A'S + A'H. 

2" La solution par le quadrilatère, — Lorsqu'on a déterminé, 
par une méthode quelconque, ladirec- i- 

tion de la perpendiculaire OS abais- •" 
sée, du point donné 0, sur la droite '^ 
AB, on peut calculer OS en utilisant \ 
la propriété classique des diagonales \ 
du quadrilatère. 

Ayant pris un point arbitraire M sur 
la partie accessible de OS, on a 



. 03 OM UK 
Cette formule est commode, quand 
on fait usage de la table des inverses. fig, gts. 

Cette solution, et une autre {*), beaucoup plus compliquée, 
ont été indiquées par Servois (loc. cit., p, 66). 
(') Celte seconde solnlion repose sur l'égalilé bien connue 
— = ylpiP ~ a][P — b)[p ~- c). 



Pour déterminer l'inconnue fc, il foudrait, par ce procédé, calculer les 
trois côtés du triangle OAB; on particulier, AB, problème plus compli- 
qué certainement que celui qu'on propose. Serrois, aprèal'avoir exposée, 
ajoute : • Cette solution est conforme, pour la marche, à ce qu'on pré- 
sente communément ■. Pour la marche, la solution en question ne eou- 
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3' Là totution par la Table dti inversée. — Nous indique- 
. rons, eu dernier lieu, une méthode 



particulièrement simple, surtout 
quand ou fait usage d'une table des 
iuverses. 

Soit à la droite inaccessible; par 
le point donné 0, jalonnons une 
droite &' parallèle à A. On observe, 
sur à, un point visible B; soit P la 
projection de B sur A. Ayant effec- 
Fi-j. If!. tué leg jalonnements qu'indique la 

figure, on a (Premièfe partie, § 14). 



Uiî 



BP CK AH 

Les longueurs CK, AU peuvent être choisies aussi petites 

que l'on voudra et dans le voisinage même du point 0, si la 

région accessible se trouve très limitée ; c'est donc bien là, 

dans le sens expliqué plus haut (p. 2-30), une solution générale. 

70. La perpendiculaire à la droite inacceesible. — 

Si l'on sait tracer, dans la région accessible, une parallèle 

- à une droite inaccessible AB, on sait, par cela 

^ ' ,'; mèmeluimenerdesperpeodiculaires, etvice- 

*7^ !''"'•'' versa. On peut donc ramener le problème ac- 

I \ / I lucl à celui qui a été traité plus haut, et qui 

; / > ! permet de mener, par un point, une parallèle 

I / \ I accessible il une droite inaccessible. Il n'est 

-*j^'.. .ILj.-'-^ pourtant pas sans intérêt de le résoudre dî- 

^;>Kf reclement. 

fj^y^ \ "' Soient a, p les projections de AB sur une 

\ droite A, tracée dans la partie accessible. 

Fig. tt:, A;ant déterminé, comme l'indique la figure, 

les [ oints A', B' C') en construisant les angles droits ApA', BaK, 

lôïc en clTiL aucune objecliou; elle e.-t, au point de ïue Ihéoriquc, inc- 
prochablc. Mais s'il s'^it, comme dans l'espèce, d'uao solution pratique, 
il TAut avouer qu'elle est aussi mauvaise que possible; c'est d'aillears 
ropinion de Servois lui-même. 

(*) Suivant uns expression quenousproposonsdAns lechapilre suivant 
(S Î3) A', B' sont les réciprogua de A, B. 



D,a,l,z.dDvG00gIe 



DE LA RÈGLE ET I 



h'P 



\Hp AV* 



ÂbaissoQS, stir<x^, la perpendiculaire OH; les triangles sem- 
blables fOH,Â.'x>, d'une part;aOH,ixB'p, d'autre part, donnent 
les valeurs de B'^. Ax; et l'on a 

{!) ^*^ = ra *'^ " P^'- 

Soit H' l'isotomique de H, sur a^. On a 
HH' = aH - pR, 
et l'égalité (I) devient 

BC HH' 
ÂC~ OH ■ 
D'après cela, les triangles rectangles ÂBO, OHH' sont sem- 
blables, et la droite OH' est perpendiculaire sur &B, 

En résumé, ayant déterminé le point par les perpendica- 
laircs aux lignes de visée nB, pA , ou projette 0, en H,sura^, 
et l'on prend l'isotomique de H par rapport à «p («H' =Hp) : la 
droite OH', ainsi obtenue est perpendiculaire sur AB. 

La distance inaccessible AB se détermine bien facilement 
si l'on observe que 

Cette détermination de la longueur de la droite inaccessible, 
problème que nous allons développer, en entrant dans des 
détails plus circonstanciés, dans le chapitre suivant, est suffi- 
samment simple dans la pratique, lorsqu'il s'agit d'évaluer 
un segment très éloigné, si l'on peut tracer, dans la région 
accessible, deux parallèles aboutissant aux extrémités du 
segment. On remarquera, en effet, que la hauteur OH est 
d'autant plus petite que les points A et B sont plus éloignés; 
la construction précédente pourra donc, dans ce cas, être 
effectuée, sans nécessiter l'emploi d'une grande étendue de 
terrain . 

GËOUÉTHIB DE LA RÈGLE. 16 
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CHAPITBE VU 



LA DISTAHCB t>B DEUX POINTS INACCESSIBLES 



Parmi les problfemes de la Géométrie pratique, concernant 
deux points inaccessibles, le plus important est celui que nous 
abordons maioteuant. Nous voulons parlerde la détermination 
de la dislance de ces deux points. De nombreuses solutions 
ont été proposées pour cette question; nous ferons connaître 
les principales, eu meutionnant les avantages ou les inconvé- 
nients qu'elles nous paraissent présenter. Nous indiquerons 
aussi d'autres solutions, plus simples, ou mieux appropriées à 
certaines difficultés. La marche que nous indiquons ici, pour 
les développements qui vont suivre, est d'ailleurs, comme on 
peut l'observer, conforme au plan général que nous avons 
adopté dans la rédaction des chapitres précédents. 

71. La méthode cartésienne. — Voici quel est le prin- 
cipe de cette méthode. Imaginons une figure inaccessible F 
constituée par on 
certain nombre de 
points A, B, C, ... 
Traçons, dans la 
région accessible, 
deux droi tesrectan- 
gulaires OX, OX' 
et, au moyen de 
l'équerre d'arpen- 
teur, déterminons 
surOXetsurOX'les 
points a, b, c, . . . , 
d'une part; a', b', 
c, ... d'autre part; représentant les projections, surces droites 
des points A, B, C, ... Si les deux ponctuelles a, b, c ... ; 
a, b', d, . .. sont situées dans la région accessible, on com- 
prend que des mesures effectuées sur elles permettront de 
déterminer certaines longueurs relatives à la figure icacces- 




Fig. as. 
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sible F. Tel est, en peu de mota, le principe de cette méthode; 
on voit pourquoi nous la nommons méthode carlisientie (*). 

En particulier, si nous considérons deux points AetB; 
après avoir relevé les longueurs ab, a'b', nous aurons la dis- 
tance ÏQConnue AB par la formule 

AB = v^(oi.)' + (a'by . 

Si l'on veut éviter tout calcul, on pourra, au moyen d'un 
cordeau, prendre Op = ab, Oœ = a'b'; 
alors a^ est la longueur cherchée. 

Dans le cas oïi l'on ne posséderait qu'une fausse équerre, 
on répéterait les construc- 
tions précédentes, comme 
l'indique la figure 229. On 
jalonne les droites OX, OX', 
sur deux ligues de visées 
fournies par les branches 
de la fausse équerre, sup- 
posées fixes pendant tout 
le cours des opérations. 
Le triangle 0*^, ainsi déter- 
miné, est égal au triangle 
CAB ; on a donc, encore, 
ap= AB. 

72. La mâthode pseu- ^' 

do-cartésienne. — La solution que nous venons d'exposer 
est, au point de vue pratique, soumise à une objection sérieuse. 
Elle exige, en eiTet, que les segments ab, a'b' soient situés, 
l'un et l'autre, dans la région accessible; or, quels que soient 
les axes OX, OX' choisis dans cette région, il peut se faire 
que l'un au moins de ces segments soit rejeté dans la partie 
inaccessible. 

Lorsque cette circonstance se présente, voici comment on 
peut modifier la méthode précédente. 

I*) L'idée que nous exposons ici, qui repose sur la considêratioa de 
deux axes tracés dans la partie acces3il>1e, se trouve appliquée àlamesure 
des aires des polygones inaccessibles dans les élémenti de Géomélrie de 
l'abbé Bejdellet, revoe par l'abbé Reboul, 7' édition, p. 499. 
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Il est toujours possible de choisir l'ua des azos (OX, par 
exemple) de fa^oa que la projection ab, de AB, sur cette droite, 
se fassedans le voi- 
_\ sinage du point 0. Si 

•' '. ■ l'on jalonne ensuite 

*(, / \ une droite OX' fai- 

.' '. ■' \ sant, avec OX, un 

.' )' ', angle sufiBsamraent 

,■' .' \ \ obtus, la projection 

' ' ' a'b' de AB, sur OX', 

se fera, dans le voisi- 
nage du point 0. Gela 
posé, prenons OH 
= a'h', OK = aft;leB 
perpendiculaires éle- 




Fig. fso. 



vées aux points H, K, aux axes OX, OX', se coupent £ 
certain point I; 01 est une droite égale et parallèle a AB. On 
le voit immédiatement en observaut que, si l'on mbne 01 égale 
et parallèle h AB, les projections de CI, sur les axes OX, OX', 
doivent être respectivement égales à o^ et à a'b'. 

Rbuarûob I. — En appliquant cette méthode, on doit 
soigneusement observer que les distances OH et OK doivent 
être non seulement égales aux longueurs respectives a'b', ab, 
mais qu'elles doivent encore avoir la même direction. 

Bbhahque II. — La solution précédente donne lieu à une 
vérification qu'on ne doit pas négliger, si l'on veut opérer 
avec exactitude. En plaçant la fausse équerre au point 0, on 
pourra relever l'angle ÂOI; supposons que cet angle soit aigu. 
Alors, après avoir Irausporlé l'instrument en I, les branches 
étant restées invariables, l'angle OIB, observé ea I, doit être 
égal à l'angle obtus, marqué par ces branches. 

73. Les solutions par la transformatioii récipro- 
que. — Voici le principe de la transformation que nous allons 
considérer (•). 



celle quo nous ivons exposée autrefoia, 
matioura tptâaUi, 1882, p. 49). Dans le cai 
l'un des pôles fixes constituant la figure 



un cas particulier de 

lOUB ce nom {Journal <U Malhé- 
présent, nous rejetons à l'inBni 
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on preod. 



SoitOX noe droite tracée dans la région accessible : 
sur OX. UD point 0. Soit OÀ' la 
ligne de visée perpendiculaire à 
celle qui va, de 0, au point inac- 
cessible A. On Toit que si A' 
correspondàA, réciproquement, 
àcorrespondà A';pourceinotif, 
nons dirons que A et A' sont deux 
points réciproques. La ligne OA' 
dont il est ici question, se dé- 
termine d'ailleurs sans diflBculté 
pvdaqu'eMeeatenretourd'équerre, Fig. 93t. 

relativement à OA. On fixe alors ua piquet au point H, oii A 
se projette sur OX, et l'on jalonne le prolongement de la 
ligne AH. Au point A, considéré dans la région inaccessible, 
correspond ainsi un point A', situé, au contraire, sur le 
terrain oh l'on peut opérer. Dans ces conditions, à une figure 
F, constituée par un certain nombre de points A, B, G... 
correspond une figure f, placée dans la partie accessible. 
D'une façon générale, on comprend comment : des mesures 
effectuées sur cette figure f, on peut déduire les longueurs 
de certaines droites de la figure inaccessible F, 
PuHiÈBK SOLUTION. — JaloDuons, daos la partie accessible, 
Appliquons cette idée à la détermination de la distance de 
deas points inaccessibles. A, B. 

nne droite OX perpendiculaire à AB; soient A', B' les points 
qui correspondent aux points visibles, mais inaccessibles 
A, B. 
Nous pouTODB écrire : 

Par conséqneni, 

Cotte formule permet de calculer AB. 
Pour rendre la solution plus pratique, on observera que, 
OH étant arbitraire, on pourra prendre, suivant les cas, 
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OH = 10", OH = 100°, etc. . . Par exemple, pour des distances 

■'' >» 




Fig.i33. 

donnera à OH la longueur 10, et l'on 



10 A'H B'H 

En se servant de la table des inverses, une simple soustrac- 

AB 

; et, par suite, AB. 



tion donnera - 



Dkusièhe solution. — Voici une autre solution, de même 
nature que la précédente. 

Prenons (/ig. 233} une droite quelconque OX dans la région 
accessible; soient A', B' les réciproques de A, B, par rapport 
îi A, La distance inconnue AB se calculera par la formule 



AB = HH' 



laquelle résulte immédiatement de la similitude des triangles 
BAH, OA'H. 

Troisième solution. — Voici, toujours dans le même ordre 
d'idées, une troisième solution qui conviendrait assez bien 
au cas oU les points A et B seraient très éloignés de la base 
des opérations, la distance AB étant relativement petite. 

Ayant choisi un point dans la partie accessible, jalon- 
nons les droites OX', OX respectivement perpendiculaires à OA 
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et OB; puis, prenons les points A', B' réciproques de A, B, 
relativement à OX et à OX'. On a 



BL = OB - AH= ^ (OB' - OH) 

Ayant Calculé BL, par cette formule, 
on observe que AB est l'hypoténuBe 
d'un triangle ABL dont les cAtés de 
l'angle droit (AL = OH et BL) sont 
connus. 

Bemarque. — Aucune des solutions _,, 

précédentes ne résout complètement 

la question posée, parce qu'elles sont soumises, plus ou moins, 
à des exigences matérielles pouvant, dans la pratique, soulever 
certaines difficultés. L'idée des points réciproques permet 
pourtant de présenter une solution générale en prenant deux 
axes OX OX', quelconques, mais suffisamment rapprochés 
des perpendiculaires élevées aux droites OA, OB, pour que les 
constructions puissent être efFecLuées dans une région déter- 
minée, voisine de 0. Nous ne développerons pas cette solu- 
tion; elle conduit, en effet, à une formule offrant une certaine 
complication; d'ailleurs, nous aurons occasion, un peu plus 
loin, de présenter une solution générale, beaucoup plus simple. 

Mais, avant de faire connaître cette méthode, nous expose- 
rons les solutions principales qui ont été proposées pour le 
problème actuel. 

74. La solution de Mascheroni. Des vingt solutions 
que propose Macherojii {toc. âl., p. 18) pour déterminer la 
distance d'un segment entièrement inaccessible AB, aucune 
ne présente un caractère vraiment pratique. Ou bien, elles 
exigent des conditions, rarement acceptables (par exemple, 
de voir le segment sous un angle droit, de certains points de 
la région accessible); ou bien, elles conduisent à des formules 
(trigoDométriques ou algébriques) compliquées, nécessitant, 
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par exemple, l'exlraelion d'une racine carrée; opération 
arithmétique qu'on doit éviter, s'il est possible. 

Nous ferons simplement connaître l'idée que Ma^cheroni a 
exploitée daos ces diverses solutions celles peuvent se résumer 
de la manière suivante. 

ImagiDOQs qu'on vise les points inaccessibles A., B, en bo 
plaçant successivement aux points C, D, arbitrairement choi- 
sis dans la région accessible. Traçons alors, par le point C, 
la transversale PQ ; le théorème de Ménélaiis, appliqué au 
triangle PMG et à la transversale MQB, permettra de calculer 
BC, par la formule 

BC + CM _ QP NM 

BU ^Qu'HP' 

de laquelle on tire 



BC^ 



CM.QG.PN 



" UP.MN -QU.NP 
De môme, le triangle PCN et la transversale MRA donnent 
_ PM.RC.CN 

~ MN.RP - PM.RG* 
Ainsi, dans le triangle BâC, on connaît dcus côtés GA, OB 
et l'angle compris ACB; de ces 
.*^ données, on peut déduire le côté 
,A ,-.''" AB. 

" ~-, ,-'/' On peut éviter l'emploi de la 

; ; ^^-/','' Trigonométrie en observant que les 

deux triangles AGB, MCN ont un 
angle égal; on a donc 
Âb^ ^ GÂ" + GB' - 3GB. GH, 
MÏÏ* ^ MC' +m* - 2MC-CH'; 
avec l'égalité 

GH _ AC 
CH' ~ GN' 
Ges relations donnent 

gb*^- sb' cb.ac 
om.gn' 

tout à l'heure; 




MG' + GN' - MN' 
On calcule GA et CB par les formules établi 
les longueurs MG, MN, GN sont relovées directement par 
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chaînage, et l'oa calcule AB au moyoD de l'égalité (1). Mais 
OD voit combien cette solution, même simplifiée par certaines 
dispositions particulières de la figure, est peu pratique ; il 
est vrai qu'elle n'esige aucun instrument; mais seulement 

quelques jalong et un cordeau divisé. 

75. La première solution de Servois. —Cette solu- 
tion, comme la précédente, dout elle diirère peu d'ailleurs. 
n'exige que des alignements; malheureusement, comme celle- 
ci, elle conduit à une formule peu commode. 

DedeuxpointsC,0, pris dans la région accessible, on dirige, 
comme tout-à-1 'heure, des li- 

gnes de visée, vers les points A. ..^-'^ -* 

B. On prend ensuite, sur CO, J!--^ '•," 

arbitrairement, un point U; les ^^'^ j /'/ 

lignes do visée UA, UB, déter- ' \ ! -'// 

minent les points P, Q. Les V,\ ] /'.'/ 

triangles ADB, MDN ont un ''■■^'^ 1 '',' / 

angle égal; comme nous l'avons ^''''\i ■' /' '' 

expliqué au paragraphe précé- \ \ /l^/' ,' 

dent.nouspourronscatculerAB, «■ v'Nj/.X/ , 

si nous connaissons les distan- Vl\/ 

cesOAetOB. 'Xl/" 

C'est, comme on voit, leprin- ^ 

cipe de la méthode de Masche- Fig. sss. 

roni, principe dont le but est do ramener la recherche de la 
distance de deux points inaccessibles, à la détermination, 
plus simple, et précédemment résolue, de la longueur d'un 
segment dont une extrémité seulement est inaccessible. Mais 
la détermination des longueurs OA, OB se fait plus simple- 
ment, dans le tracé imaginé par Servois; voici pourquoi. 

Prolongeons OC jusqu'il sa rencontre en K avec AB ; dans 
le quadrilatère complet ACBMON, la diagonale CO est partagée 
barmoniquement aux points U et K; par suite, les ponctuelles 
OPMA, OQNB sont harmoniques. 

'^' ON ^OQ '*"ÔB'' ÔM ~ ÔF'^ÔÂ' 
Telles sont les formules qui permettent- de calculer assez 
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rapidement, si l'on fait usage de la table des inverses, les 
distances OA et OB et, par suite, kS. Néanmoins, la méthode 
de Servois, tout en perfectionnant un peu celle de ïtascheroni, 
laisse encore beaucoup à désirer, au point de vue pratique. 

76. La seconde solution de Servois. — Vers la lia 

de son ouvrage, Servois, revenant sur le problème qui nous 
occupe, développe uue solution de Mascheroni, it laquelle il 
apporte une modification importante. 

Cette solution de Mas- 

cheroni est une appli- 
cation du théorème bien 
connu : dans tout triangle, 
le rectangle de deux côtés 
est équivalent au rectangle 
du diamètre du cercle cir- 
conscrit, par la hauteur 
qui correspond au troi- 
sième côté. 

En prenant cette pro- 
priété, pour base de sa 
construction, Uaschero- 
ni supposait que.detrois 
points accessibles M, N, 




Fig. iS7. 



P, le segment inaccessible AB pouvait être vu sous un angle 
droit. En abaissant NH perpendiculaire sur MP, on a 
.„ MN.NP 

la longueur AB se trouve ainsi déterminée. 

Mais cette solution rencontre, dans la pratique, des diffi- 
cultés et il n'y aurait pas lieu de la signaler ici, sans le 
perfectionnement, très notable, que Servois lui a donné. 

Comme l'observe Servois, il n'est pas nécessaire de supposer, 
pour appliquer le théorème cité, que les angles sous lesquels 
le segmeot inaccessible est vu des points M, N,P soient droits; 
il suffit qu'ils soient égaux, et que, a désignant leur valeur 
commune, on mène, du point N, sous l'angle a, une oblique 
NH' à la base MP. 
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En effet, soit A' le poiat diamétralement opposé k A. Les 
deux triangles A'AB, H'NH sont semblables et l'on a 
AB NH 

A»' MN.NP - 
Mais AA = j^ - ^ — ■ 

Donc, finalement, 

.„ MN.NP 

Four toutes ces constructions, une fausse équerre suffit; de 
plus, les tracés indiqués peuvent toujours être exécutés. En 
effet, a est quelconque, et MNP représente un triangle dont les 
dimensions peuvent être aussi petites que l'exigera le peu 
d'étendue du terrain accessible. 

Tels sont, croyons-nous, les principaux procédés qui ont été 
proposés pour mesurer la distance de deux points inacces- 
sibles. 

Nous exposerons maintenant, pour ce même problème, plu- 
sieurs solutions qui nous paraissent plus pratiques. 

77. Les solutions par la fausse équerre. — t" Soit A 

une parallèle menée à AB, dans la partie accessible. Prenons, 

sur i, un 6eg- ^,, 

ment CD, arbi- A, ,--' 

traireraent, et /: _,■'' 

jalonnons les / I 

lignes de visée / ; ,- ' 

CB, DA, de fa ,/ i,.-'' 

çon à obtenir 

le point 0; si 

noua menons ^ " 

01, paraUèle- ^'9- ««■ 

ment à CD, nous avons (première partie, g 44). 

ÂB "^ ôi ~ cû ■ 

Le calcul de AB, au moyen de cette égalité, n'offre aucune 
difflculté; mais il se trouve encore abrégé, si l'on fait usage 
de la table des inverses. 
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â°La solution précédente est fort ainaple, en apparence; 
mais elle cxi^ que l'on ait déterminé, dans la région acces- 
sible, une parallèle au segment inaccessible, opération tou- 
jours un peu longue; la solution que nous allons donner main 
tenant est plus directe; elle fait connaître, tout à la fois, la 
parallèle cherchée et la longueur du segment. 

Prenons deux points arbitraires 0, 0'; puis effectuons les 
jalonnemeni s qu'indique la ligure 23g,coDformément à une con- 
struction précédemment donnée (g 65). Nous avons démontré. 




t'ig. 33S. 
au paragraphe cité, que PQ est parallèle à AB. On pourra donc 
appliquer à la figure ABPQ la construction indiquée tout à 
l'heure. 

Mais on peut aussi calculer AB, sans effectuer de nou- 
veaux jalonnements, par une formule que nous allons établir. 
Les triangles semblables AOB, QO'P donnent 

AB _ AO 

PQ~ QÛ"* 

AQ GO 

UC ~ PO'' 



D'ailleurs 
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De ces égalités, en observant que OC = O'D, oo déduit 
, CO'.O'D 
■PO'.QO'' 

Cette formule permet de trouver BA, et la solution qu'où 
Tient do lire peut être cousidérée comme générale, parce que 
le quadrilatère PQGD étant aussi petit que l'on voudra, les 
jalonnements nécessaires peuvent être efTeclués dans un 
espace donné, quelconque. 

S^Parmi les solutions qui, dans le problème actuel, ressortent 
de l'emploi de la fausse équerre, nous citerons encore celle 
qui découle de la 

transformation par ,,-',''*■•-, 

inversion. ^--'' ,-' ,-;'** 

PrenoQsunebase ,,-''' ,,'-'-"'!!''' 

00' dans la régioi 
accessible et, i 
la fausse équerre, 
relevons, en 0', 
l'angle OO'A . Ayant ''^- ""■ 

jalonné la partie accessible de OA, déterminons, sur cette droite 
le point A'd'oîi l'on voit 00' sous un angle OA'O' égal à OO'A. 
Les triangles semblables OA'O', OO'A donnent 

(1) OA.OA' = oa'. 

On trouvera, de mâme, sur la partie accessible de OB, un 
point B' tel que 

(2) OB.OB' = 00'. 
Les relations (1), (2) donnent 

OA.OA' = OB.OB'; 

et celte dernière égalité prouve que les triangles ABO, B'A'O 

sont semblables. Nous avons donc 

AB _ OA 

A'B'~ OB'' 

AB OA.OA' 00'' 

et, par suite, ^ = ^^^^^, = ^^-^, . 

Ainsi, la longueur inaccessible AB pourra se calculer par 
la formule 

.^ .,n, 00" 
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On observera, d'ailleurs, qu'en prenant pour base une droite 
00', suffisamment courte, les longueurs OA', OB' serontaussi 
petites que l'on voudra; les jalonnements qu'il faudra faire, 
pour mesurer lesdistances qui entrent dans l'expression de AB, 
seront donc aussi restreints que l'exigera l'espace accessible, 
sur lequel on doit opérer. 

78. Solution par l'équerre ordinaire. — Parmi les 
solutions, très nombreuses, qu'on peut appliquer au problème 
actuel, en utilisant l'équerre ordi- 
naire, nous exposerons seulement 
la suivante, d'une simplicité remar- 
quable. 

/ ^, \ Imaginons deux pôles fixes 0, 0'; 

/ '\': à uQ point M, pris dans la figure iuac 

--^ _A (p. *>■ cessible , faisons correspondre un 

""^^î^i/^ autre point (i, on élevant (j:0, [lO' res- 

' ii peclivement perpendiculaires à MO, 

MO'. Si lepoint|a. se trouve placé dans 
' la région accessible, on pourra, par 

ce procédé, base d'une transformation quadratique et réci- 
proque, consiruire une figure accessible; puis, des mesures 
effectuées sur celle-ci, déduire les dimensions des lignes 
inaccessibles considérées. Cette correspondance des points 
U, {Ji, il est bon de l'observer, offre bien le caractère pratique 
indispensable aux constructions que l'on doit exécuter sur le 
terrain. En effet, après avoir fixé deux jalons en u, u' sur les 
directions Ojji, 0'\>., il sufiRt, pour déterminer la position de n, 
déplanter un troisième jalon en ligne droite avec : 0, ui, d'une 
part; 0', to', d'autre part. Or, tout cela constitue une opération 
des plus simples ; la transformation en question peut, par con- 
séquent, donner lieu à de nombreuses applications, dans la 
géométrie pratique. Nous aurons occasion de l'utiliser plus loin 
(chap. XI) à propos de la détermination de la base d'essai pour 
la mesure de la vitesse des bâtiments; pour le moment, voici 
comment elle permet de résoudre le problème qui nous occupe. 
Nous supposons, pour signaler lecasoîi la méthode actudle 
s'applique avec le plus de succès, que le prolongement du 



D,a,l,z.dDvG00gIf 



DE LA HÂGLK ET DE l'ËQUERBB SSS 

segment MM' considéré, pénètre dans la partie accessible. 
Nous prenons alors, pour pôles de transformation, un poinlO 
de ce prolongement, et un autre point, arbitraire, 0', 

On observera que, dans cette transformation des figures, les 
projections des points correspondants M, i* sur la ligne des 
pôles 00' forment, avecces points, une ponctuelle isotomique. 
En efTet. le quadrilatère OM[aO' est inscriptible à une circon- 
férence ayant pour centre le milieu de M\i.; par suite, la pro- 
jection des pointa M, |j. se fait, sur 00', à égale distance des 
points 0, 0'. De celte remarque, découle immédiatement la 
aulyanie : les projections des segments correspondants MM', (au.', 
sur 00', sont égales. 

Traçons par M, / des parallèles à 00'; puis, par M', y. des 
perpendiculaires à cette même direction 00'. Nous formons 
ainsi deux triangles MM'H, jx^t-'K qui ont leurs côtés perpen- 
diculaires, deux à deux. Nous avons donc la relation 
MM' MU 
Hit ~ (tK' 
mais MH ^ [:l'H, 

u'K 
donc, MM' = (iti • ^—r- • 

£u prenant le point 0' de façon que l'angle M'OO' soit suf- 
fisamment voisin de 90", on pourra, avec une base 00', rela- 
tivement petite, mesurer des distances telles que MM, beaucoup 
plus grandes. Tout revient donc, comme l'on voit, à mesurer 
les trois côtés d'un triangle [a/K, facile à déterminer ; aussi, 
croyons-nous pouvoir signaler cette solution, comme particu- 
lièrement simple. 

Nous terminerons ce cbapitre en nous proposant l'examen 
du cas intéressant où les extrémités du segment inaccessible 
sont invisibles. 

79. La distance des deuxpoints invisibles.— Sup- 
posons, pour mieux préciser le caractère pratique du problème 
que nous abordons ici, que A, A' représentent deux routes 
rectilignes, bifurquant en un certain point 0, invisible. La 
même bypothèso étant faite pour 0', point de concours des 
droites S, S'; ou peut alors demander: i' de déterminer, 
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3, le point oii elle est rencontréa par 00'; 
S* d'évaluer la dlstaoce 
00' et de jalonner celte 
droite. 

Prenons, sur AB, un 
point arbitraire E, BuflS- 
samment rapproché de A, 
pour que les jalonnements 
puissentâtreefTectuéerapi- 
dement. Après avoir mené 
EC, ED parallèles, respec- 
'^^^ *"■ tivement, à i et à S', la 

droite CD indique déjà la direction de 00'. 

Pour avoir le point de rencontre de 00' avec AB, il suffit 

de construire, comme l'indique la figure, le point K, bomolo. 

guedeF; la parallèle à CD.meDée par K, est la droite cherchée. 

ËuOn, la longueur inconnue 00' est donnée par la formule 




CHAPITRE Vni 

LES FIGURES [KACCBSSIBLES — LE PROBLÈME DB LA CAPITALE . 

Nous allons supposer maintenant que, dans la région inac- 
cessible, nous ayons à considérer des points, en nombre quel- 
conque, ou des droites; et noua noua proposons de résoudre un 
certain nombre de problèmes relatifs à ces figures. 

Nous envisagerons d'abord le cas le plus simple qu'on 
puisse imaginer dans l'ordre d'idées que nous abordoos main- 
tenant, celui oii la figure en question est formée par trois 
points A, B, C visibles, mais inaccessibles. 

80. Xi'angle inaccessible. — Une première question se 

présente au début de cette étude. En supposant trois points 
A, B, C. placés dans les conditions que nous venons d'indiquer, 
on peut demander la valeur de l'angle ABC. En particulier on 
peut rechercher si ces trois points sont, ou non, en ligne droite ; 
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en supposant, bien entendu, que les lignes BG, A.B, prolon- 
gées, ue pénètrent pas dans la partie accessible. 

Ayant pris, quelque part, un point 0; on mène, par 0, une 
semi-droite ^, parallèle à BA; puis, par une deuxième opéra- 
tion, on détermine une autre aemi-droite A', parallèle à BC. 
Si les jalonnements A, A' sont bien dans le prolongement 
l'un de l'autre, les points considérés sont en ligne droite. Dans 
tous les cas, l'angle de A avec A' est égal è l'angle ABC. 

Pour avoir A et A' on peut opérer de diverses façons. La 
figure 243 re- 

protluit la con- » 

stniction indi- .^''^ •\'"^'-^ 

quée précédem- ,^' ; \ - .^, 

ment (§ 65) : ^'^ ! \ ,--/' "~-a. 

allenousparalt ■<' 
donner, d'une 
(àcoD suffisam- 
ment pratique 
la valeur d'un 
angle inacces- 
sible, quand on - „. " 
suppose, com- 
bine nous l'avons fait, que les prolongements des côtés de 
l'augle ne pénètrent pas dans la région accessible. 

81. Les trois points inaccessibles en ligne droite. 

— Le cas oîi les trois points A, B, G sont en ligne droite mé- 
rite un examen particulier. Bien des solutions se présentent 
& l'esprit pour résoudre cette question : Iroispotnls inaccessibles 
A, B, G étant supposés visibles, les lignes de visée AB, AO, BG ne 
pénétrant pas dans la région acoeis^te, dire H ces points sont, ou 
ne sMt pas, en ligne droite. 

On peut d'abord, comme nous venons de l'indiquer, tracer des 
parallèles aux côtés AB, BG et vérifier que ces alignements sont 
parallèles. Oapeut aussi, eu appliquant les méthodes exposées 
au chapitre précédent, calfuler les distances AB, AC, BG et 
reconnaître que le plus grand de ces nombres est égal à la 
somme des deux autres. On peut encore, comme nous l'indi- 

(■. DE L. — GtOHËTBIE Dl LA R^LB. 17 
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qaons ud peu plus loin, calculer l'aire du triangle ABC et 
voir si elle est nulle; etc, etc... 

Mais ces diverses solutions exigent, sur le terrain, des 

opérations assez longues; nous allons en indiquer d'autres, 

plus pratiques. 

PaBHiiRB SOLUTION. — Si les distances OA., OB, OC sonf 

connues, ou si elles ont été cal- 

«t culées, on peut vérifier que les 

pointa A, B, G sont en ligne 
/ droite, au moyen d'une égalité 

que nous allons établir. 

Prenons sur OB, dans le par- 
tie accessible, un point K; puis, 
menons les parallèles UP, MQ 
aux lignes OC et OA. Les tri- 
angles OPR, OAB, qui ont un 
angle commun, donnent 
OAB OA.0B 
OPR" OP.OR' 
OBC OB.OC 
OQR ~ OQ.OR' 
En observant que les triangles OPR, OQR sont équivalents, 
on peut écrire 

PAC _ 2OA.OG _ OA.OB OB.OC 
- OPO ~ ^^-^^ " Wl'OR "^ OQ.OR' 



Fig. tu. 



On 8 



ou, finalement. 



OM_OP OQ 
OB'" 0A"^0C" 
Réciproquement; ai cette égalité est vérifiée, les trois points 
A, B, C sont en ligne droite. . 

Seconde solution. — La méthode précédente exige que l'on 
connaisse les longueurs OA, OB, OC; celle que nous allons 
indiquer maintenant ne nécessite aucun calcul. Elle repuso 
sur le principe des figures inverses. 

Prenons un point arbitraire 0. Soit 0« un jalonnement 
perpendiculaire à la ligne de visée OA. Avec le simple cordeau, 
on prend, sur On, un point arbitraire « et l'on jalonne «A' 
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perpendiculaire à ak. En répétant cette construction pour les 
points B et G, le cordeau ayant, dans les trois cas, la même 
longueur Oa, on obtient deux autres points B', C. 

Cela fait, pour savoir si les points A, B, G sont en ligne 
droite, on se transporte avec une fausse équerre au point A' 
et l'on relève l'angle (*) B'A'C L'instrument donne, en même 
temps, un angle égal au supplément de B'Â'G'. En se plaçant au 
point 0, on verras! 

l'angle B'OG' est, e» —h- -^'^ 

ou non, égal à ce \ _.''/ y' 

supplément. '■ ,-''' ,' 

Cette construc- \ ,-'' -s-, ^.'' 

Uon, comme l'on ,>,' / y' 

voit, repose sur ce 
principe des figures 
inverses ; à une 
droite correspond 
une circonférence 
passant par le pôle, 

ET RÉCIPROQDBUENT. 

Elle offre d'ailleurs pig. «s. 

l'avantage de pouvoir être effectuée dansun espace aussi limité 

qu'on voudra le supposer. 

82. La mesure de l'angle inaccessible. — La méthode 

précédente peut servir aussi à mesurer l'angle iuaccessible: 
mais il faut alors avoir à sa dispositioQ un instrument per- 
mettant d'évaluer la grandeur des angles observés, par exem- 
ple, un goniomètre. 

Représentons encore par A', B', C' les inverses des points 
inaccessibles A, B, U. Les quadrilatères ACA'G', BGB'C' étant 
iDBcriplibles; les angles a, «', d'une part; p, p', d'autre part. 



(*) L'expression relever un angle, que nom employons ici, ne veut pas 
dire qu'on ait besoin de l'expression numérique de cet angle; on tait 
marquer aux branches de la fausse ëquerre, tout simplement, un angle 
égal à oelui des semi-droitesA'B',A'C';B« valeur n'importe pas et, pour le 
dire en passant, ceci distingue la fousse équerredn Goniomètre, instrument 
dontnouB pailons plae loin, et qnf, lui, donne la valeur de l'angle. 
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sont égaux, or, nous avons 

sC'A' = a' + C'OA', 
aCTB' =p' + COB ; 
et, par conséquent, 

B'G'A' = BCA + A'OB'. 
Ainsi, après avoir construit les points A', B', C, iuTerses des 
points înaocessibles A, B, G, on obtiendra AGB, en retran- 
chant B'OA' de l'angle observé B'G'A'. 

II y a pourtant lieu d'observer ici, pour éviter toute erreur, 
que, en appliquant cette règle, il faut compter l'angle B'G'A' 
de zéro à ax; cet angle étant mesuré parla rotation de la semi- 
droite C'A' tournant autour de G', jusqu'à ce qu'elle vienne 
s'appliquer sur la aemi-droite C'B', après avoir reocontré, non 
pas G'O, mais son prolongement; c'est-à'dire, la semi-droite 






Fig. ste. 

C^. Dans ces conditions, la règle est générale et conduit à des 
résultats pouvant varier de tu à ait ou de zéro à it, suivant que 
le saillant de l'angle est dirigé vers le point comme dans 
la figure S47; ou vers le prolongement de OC, comme le montre 
la figure 246. Un peut ainsi apprécier, non seulemout la gran- 
deur de l'angle inaccessible considéré, mais aussi sa disposi- 
tion relativement è l'observateur. 
Beaucoup d'autres solutions pourraient être proposées pour 
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déterminer la grandeur d'un angle inaccessible; mais nous 
croyons avoir indiqué les plus pratiques et, sans insister 
autrement sur cette question, nous abordons l'important pro- 
blème de la capitale. 

LK PRUBLtHE DE LA CAPITALE 

Parmi les problèmes qui se rattachent à l'angle inaccessible, 
le plus important, par l'application qu'on en fait dans l'art de la 
guerre, est celui qui se propose la détermination de la capitale. 
On sait qu'on entend, par là, la bissectrice d'un saillant, angle 
formé par deux lignes de fortification. 

83. La solution par le Goniomètre (*). — 1° Soient 
Câ, CB les câtés de l'angle inaccessible, formant, parexemplo 
les arêtes d'un saillant; il s'agit 
de déterminer la capitale de ACB. 

Sur les prolongements des côtés 
AC, BC on choisit, arbitrairement 
d'ailleurs.deuxpointsD, Ejetavec 
te Goniomètre, on relève les angles 
CED = a, CDE = p. On a donc 
ÂOB = it - a - p. 

Ayant ainsi calculé l'angle G, 
on se reporte, successivement, aux 
points D, B ; et, par ces points, oo 
trace deux jalonnements faisant 
avec DE, dans la partie opposée 

â C, des angles égaux à -;on ob- 
tient ainsi un certain point F'. ''' 

De cette construction, il résulte d'abord que le quadrilatère 
ËFDG est inscriptible. 
On a donc "^^ - •^^'' ^ 




ECF = EDF = -, 



[*) Cette solution et la anivante sont empruntées (p. 21) à l'ouvrage la 
Guerre des tiéget, à l'usage des Académies militaires et des Ecoles de 
cadets on Autriche ; par Moriz Bninner, capitaine de l'Elat-major du Génie 
autrichien, — traduit de l'allemand, par H. Piette, capitaine du Génie. 
(Firmin Dldot, 1874.) 
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FGD = DEF = 



par suite KGF = FCD. 

On peut dire aussi que FE = FD; or, à des cordes égalée 
correspoDdeat des arcségaux ; GF est dooc 

Via bissectrice de l'angle EGD. 
Un point F de la capitale étant ainsi 
déterminé, la ligne de visée s'obtient 
en fixant un jalon entre F et G, en ligne 
droite avec ces deux points. 

84. La solution par l'équerre 
ordinaire. — Prenons, comme tout à 
l'heure, les points D, E; les perpendicu- 
laires, menées par ces points, aux côtés 
CD, DE, donnent un certain point G. Si 
l'on trace la bissectrice GK de l'angle G, 
la capitale cherchée s'obtient en détermi- 
* nant la ligne de visée i, qui, partant de 

Fig. iio. Q^ tombe perpendiculairemeut sur GK. 

86. La solution par la iausse équerre et le 
cordeau. — Si l'on ne possède pas les instrumenls que nous 



'-^A 



A- 



avons utilisés dans les solutions précédentes, on pourra tOu- 
iours opérer avec une fausse équerre, ou avec un simple 
cordeau, comme noua allons l'indiquer. 
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Par les points D,E!, au m07Gi1.de la fausse éqaerre, traçons 
des jalonnements DD', EB' respectivement parallèles aux 
lignes de visée CE, CD. Si nous prenons D' arbitrairement, 
puis, avec un cordeau, Ë'Ë = D'D, par un théorème connu (*) 
les lignes DE', ED' se coupent en I, sur la capitale cher- 
chée. 



86. La solution générale. — Les solutions qu'on vieut d 
lire exigent que lesprolonge- 
menls des arêtes du saillant, 
péuètrent dans la région oii 
l'on peut opérer. Il n'en est 
pas toujours ainsi; notam- 
ment, lorsque le saillant est 
obtus. 

Mais voici une solution 
générale; c'est-à -dire, 
une solution susceptible 
d'être utilisée dans tous les 




{*) Ce théorème» été proposé sous le n*^ 9010 daas l'EducationoI Times ; 
puis, résolu dans le numéro de juin 1887. Voici, d'ailleurs, comment on 
peut le démontrer. 

Soit OABC un parallélogramme; «yanl pria AQ = GP, il faut mon- 
trer que AP et CQ se coupent, en I, sur la bissectrice de AOC. A cet 
effet, menons IR parallèlement à OA; je dis que IR =: OR. 

Le trapèze OACP et la droite IR 



parallèles ans bases, donnent: 
(1) IR.OC = OA.RC+GP.OB 
D'autre pari, eu considérant le 
triangle APB et la transversale 
QIC, on a 

AQ IP CB _ 
QB ' lA ' CP ~ ' 
Mais AQ = CP, donc 




IP 



RG QB 



lA OR 



BG 



Fig. •■ 



La relation (i] peut alors s'écrire sons la forme 

™'^"'^*W'^^^"'^^"^^^" QB+AQ=AB. 
Or, OC = AB; finalement 

IR = OR, 
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Par UD point 0, arbitrairement choisi, on tracera, par 
l'un des procédés connus, des jalonnements On, Op respecti- 
vement parallèles aux semi-droites GA., CB. On détermine 
ensuite la bissectrice A de l'angle formé par Oa et le prolonge- 
ment de pO ; la projection de G sur A détermine, en H, un 
point de la capitale. 

Cette construction s'applique, bien entendu, au cas oii les 
prolongements des côtés de l'angle pénètrent sur le terrain 
accessible; elle se trouve même simplifiée, parce que l'on 
peut prendre l'un des prolongements, pour constituer l'un 
des calés de l'angle «0^. 

LES AIRES INACCESSIBLES 

Nous avons appris, précédemment, à calculer la longueur 
d'un segment inaccessible ; nous pouvons déterminer l'aire 
d'un triangle inaccessible en évaluant successivement ses trois 
côtés et en appliquant, ensuite, la formule de Héron. Sachant 
trouver l'aire d'un triangle inaccessible, on en déduit celle d'un 
polygone quelconque en décomposant celui-ci en triangles. 
Mais une pareille solution est peu pratique, vu les -longueurs 
qu'elle comporte. Nous allons proposer, pour ce problème, 
des solutions plus simples. 

87. L'aire du triangle inaccessible. — La méthode 
cartisienve- Lorsque 
les côtés du trian- 
gle coneidéré ÂBG 
ne sont pas trop 
considérables ; si, 
en outre, les som- 
mets ne sont pas 
très éloignés du 
terrain oii l'oD 
opère, la méthode 
cartésienne s'appli- 
que remarquable- 
Fig.iss. ment bien à la 

détermination de l'aire de ce triangle. 
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Après avoir tracé deux alignements rectangulaires Ox, Oy. 
on détermine avec l'équerre ordinaire, les projectionB des 
points A, B, C sur ces axes. Ayant relevé, au moyen de la 
chaîne, leslongueursOo, 06, Oc;Oa', Oè', Oc'; l'airti cherchée 
S est donnée par la formule connue (*), 
I Oa Oa' I I 
^ S = - 06 06' I - 
^ I Oc Oc' I I 

88. L'Edre du polygone Inaccessible. — On peut géné- 
raliser cette méthode et l'appliquer à la détermination de l'aire 
d'un polygone quelconque, AiA,. . . A^, supposé inaccessible. 

Dans ce cas, on a (**) 

„ _ I Oa, 06i I I Ofl, 06, I I Oa„ 06„ 1 . 

- ^^ " I Ofl. 06, I "^ I Oo, 06, I "^ • ■ ■ "^ I Oa, 06. | ' ^^' 

Dans la pratique, celte formule est commode parce qu'elle 
est générale et toujours applicable, quelle que aoit la dispo- 
sition des sommets du polygone. On sait comment l'aire du 
polygone se ramène à celle du triangle, en la décomposant 
eu triangles;mai8, pour les polygones inaccessibles, il peut se 
présenterune difficulté, résultant de ce fait que les triangles 
considérés doivent être, (antôtajoutés; et, suivant les cas, tan- 
tôt retranchés. Or, pour des ligures inaccessibles, il n'est pas 
toujours facile de distinguer le premier cas, du second. En 
employant la formule (A), on évitera cette difficulté. 

La construction précédente ne peut être employée que si 
les points A, B, G ne sont pas très éloignés du terrain sur 
lequel on peut opérer ; elle n'est pas générale. Il nous reste 
donc à traiter, par des moyens plus pratiques, le problème 
des aires inaccessibles, 

89. Aire du triangle inaccessible. (Solutions (Uverses.) 
— 1° Supposons d'abord qu'uo seul sommet C du triangle 

(*) On pourrait assurément sepaBser ici delà notation desdétermînauls; 
mais nous l'adoptonS pour ëriter toute discussion sur les siRues dont il 
faut aSecter les produits : Oa, Ob', etc., dont (a tomme algébrique fait 
connaître la valeur de S. 

(") Court dt maUtématiquei tpécûdet; t. 11; p. 75. 
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soit accessible. Jalonnons un alignement A, passant par G, 
et prenons les réciproques A', B' des points A, B, par rapport 
à A, Avec la chaîne, nous pourrons relever les longueurs 
ta Ca — a, k'u. = a' ; 

;î ' Gp^b, Bp = b'. 

j^, .' ; Désignons aussi par u et f les 

;\ / ; distances inconnues Aa, B^; nous 

; '■, / I avons 

■ '■ / I a» = ua', é' = vb'. 

\ '\ ! j D'ailleurs 

; \ ;' : ACB = ABap - ACa - BUp. 

I \ ; : Par suite. 

'a ALB = (a +b) 

JH. — 3 ' '22 



Ftg. Sii. 3 ' 

ou finalement. ACB ^ ^ ff + AV 

2 Va' 67 
Celte solution s'applique particulièrement bien au cas où les 
sommets A, B sont très éloignés, lorsque la projection de AB, 
sur i, est relativement faible; car, dans cette hypothèse, les 
chaînages nécessaires se font sur de pctilos longHeurs. 

Lorsque les trois sommets sont inaccessibles, comme dans 
la jig. 23S, on peut prendre, sur la ligne de séparation A, un 
point 0, arbitrairement; puis observer que 

ABC = OBC - OAB - OAC. 
^ --^"^ Mais ce procédé offre quelques lon- 
..-''^ // gueurs et il est préférable d'attaquer 
■^^'T / / le problème par des méthodes plus 

\^, / /' directes, comme celles que nous 

\ ^»i / allons indiquer. 

\ I /' 2" Supposons donc, pour nous pla- 

\ i/ cer dans le cas le plus diflîcile, les 

— J J. '™''* sommets inaccessibles, et jalon- 

nons une droite A rencontrant les 
¥ig. SS5. lignes de visée AC, AB en des points 

P, Q. Effectuons maintenant la construction qu'indique la 
/ig. aS6 et qui nous a déjè servi (^ 6S et 80). 
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Nous allons montrer que le (riangle FOQ est moyen propor- 
tionnel entre ABQ et ROS. 

Les triangles semblables ABP.POR, d'une part; CAQ, QOS, 
d'autre part; donnent : 




AP.AQ 
' OP.OQ^ OR. os' 
D'ailleurs, la figure 
APOQ étant un parallé- 
logramme; donne donc 
AP = 00, AQ = OP. 
La proportion (1) 
prouve donc que 
AB.AG _ OP.OQ 
OP.OQ~0R.0S' 
■ ABCPOQ 
"" POQ ~ ROS' 




Fig. as. 



La détermination de l'aire inaccessible ÂBC est ainsi ramenée 
à celle des aires accessibles POQ, ROS, Le problème qui 
nous occupe se trouve donc résolu par ^ 

une méthode présentant desconditions /: 

pratiques très acceptables, si l'on peut / ! 

approcher suffisamment près de l'un 
des points inaccessibles. En eiTet, la 
figure PQRS, quelles que soient les 
dimensions de ABC, estaussi petite que 
l'on veut; du moins, si l'on opère dans 
le voisinage du point A. 

3" Lorsque les points A, B, G sont, 
tous les trois, très éloignés ; on peut 
néanmoins appliquer la méthode pré- 
cédente, en la modifiant comme nous 
allons l'expliquer. 

On détermine d'abord les directions 8, S' des lignes AB,AC; 
puis, sur une droite A, avec la fausse équerre, on détermine 
les points P, Q tels que CP soit parallèle à 5' et BQ à 5. En 



Fia. s 
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cherchant (par le procédé indiqué tout à l'heure, par exem- 
ple) l'aire du triangle A'BC, on aura celle de ÂBC. Or, plus le 
point A est éloigné, plus le point A' se trouve rapproché de 
la région accessible; conditioii favorable, comme nous l'avons 
observé, h. l'application de la méthode à laquelle nous venons 
de faire allusion. 



90. Solution gànàrale.— Mais aucune des solutions pré- ' 
cédentes ne résout complètement la question précédente, lors- 
qu'elle est posée daoB les termes suivante: Vn triangle inacces- 
tible, de dimensions quelconques, dont les sommets supposés 
visibles peuvent être 1res éloignés, étant considéré; trouver Faire de 
ce triangle, si restreint que soit le terrain accessible. 

Phkkière solution. — C'est à la luéthode d'inversion que nous 
aurons d'abord recours pour résoudre le problème qui, dans 
ces conditions, offre, au point de vue pratique, certaines 
difficultés. 

'*t7 - — ^i" Nous avons expliqué pré- 

; ■; \ , ; cédemment, et la figure 238 

/ ■, '^, /' rappelle la construction 

;' \ /s^ ■ à laquelle nous faisons 

/ '. .-' \ ici allusion, comment, un 

-■', Ne point A étant visible, on 

; /' \ ,'■'' déterminait lu point inverse 

,'/.■'"• .A', dételle sorte que 

' ' ' OA.OA' = ft'. 

Soient, de même, B' et C 
les inverses des points B, C ; 
nous aurons, d'abord, 
OA.OA' ^ OB. OB' 
= OC.OC = A'. 
Les triangles OÂB, OÂ'B, ayant un angle égal, donnent 
OAB _ OA.OB _ ft* 
OA'B' ~ OA'.OB' ~ OA"OB'*' 
On trouve, de même : 

OBC _ A' OGA _ A' 

OFC " ÔF' Ôï?» ' ÔCT' ~ OC'^ÂÔ'* ■ 
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Mais ABC = OAB + OBG - OAC; 

on a donc 

ABC= ■ ^' iô(r*.OA'B'+ ÔFK OB'G'-ÔF*.OA'C' !■ 

ôr'.OB''.ôcf' I \ 

Cette formule résout la queatioD posée. On observera que, 
en prenant h suffisamment petit, la figure OA'B'C est 
aussi petite que l'on voudra, la solution indiquée est donc 
générale; aucune difficulté matérielle ne peut empêcher 
sa réalisation, si les points A, B, G considérés sont visibles, 
à la fois, d'un point convenablement choisi dans la région 
accessible. 

Seconde solution. — La solution que nous allons maintenant 
exposer est certainementplus simple; mais elle exige la con- 
naissance d'une formule précédemment établie {Première 
partie, § 8). 

Soit A3G le triangle proposé ; nous le supposerons d'ail- 
leurs aussi grand etaussi éloigné que l'on voudra. 

On observera d'abord que, un point A inaccessible, appar- 
tenant à une certaine droite ?Q, étant considéré, il est 
très facile d'obtenir le conjugué harmonique de A, rela- 
tivement au segment PQ. Il suffit, en effet, de 
jalonner mm', parallèlement à OA et, avec un 
cordeau, de prendre m', milieu de mm'. Om' va 
couper PQ au pointcherché A'. 

Cela posé, voici quel est le principe de la 
méthode en question. 

Jalonnons, dans la région ucceasrble, trois 
alignements quelconques ^, y», ap passant 
respectivement par les points A, B, G; puis, 
déterminons les points A', B', C, conjugués 
harmoniques de A, B, C, sur les segments py, '^- " 
yix, ap. On connait alors la valeur de chacun des rapports u 

_A> _b;^ çp_ 

"~ A'e' *'~B'y' ^^ q'J 

lesquels sont égaux, respeetivemeot, îi : ' 

__ Ay _ Ba ^ Op 

"~ Ap' "~ Ky' ""^ Ca* 



D,a,l,z.dDvG00gIe 



270 ESSAI SDR LA GftOMËTRIE 

Il n'y a plus alors qu'à appliquer la formule, rappelée tout 
à l'heure, 

aire ABC = aire «gy r; : • 

La couetruction indiquée pour délerminer le triangle Â'B'C 
comporte une vérificalioa intéres- 
sante parce que les droites B'À', C'B', 

; / A'C passent respectiTement par G, 

\ i _..cA, B. 

', /' y Remarque. — Dans le cas où l'aire 

' / .'' inaccessible est enclavée dans la 

i .-' région accessible, on pourrait uti- 

i:I\\- y' User le théorème établi an para- 

/ W graphe s de la première partie. Mais, 

J/^' dans un pareil cas, les espaces inac- 

cessibles considérés étant de faible 
Fiff. îfio. éteDdue,laméthodeélémealaire,bien 

connue, résout la question avec plus de simplicité. Nous rappe- 
lons seulement que cette méthode consiste à envelopper la par- 
tie inaccessible d'une ligne polygonale 8, choisie aussi sim- 
plement que possible ; on calcule l'aire inaccessible en retran- 
chant, de l'aire du polygone considéré, celle de la partie com- 
prise entre 9 et la périphérie de la région inaccessible. 

91. — Examen du cas où les trois points ne sont 
pas visibles simultanément. — Ce que nous avons dit, 
en terminant l'exposition de la première de deux solutions 
développées au paragraphe précédent, nous conduit à l'examen 
d'une difficulté. On peut supposer que les troispointe, sommets 
du triangle inaccessible, ne sont pas visibles, à la fois, pour 
l'observateur se déplaçant dans la région restreinte d'oh il ne 
peut sortir. Nous allons montrer comment on pourrait opérer, 
dans ce cas. 

On voit d'abord que toute la question est ramenée à celle-ci : 
Cn point A esf supposé inaccessible; de plus, il est invisible povr 
l'observateur placé en 0; Irouvei- l'inverse de A, par rapport à 0. 

Soient 0' et 0' deux points d'où l'on aperçoit A; on peut 
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lie A, parrapport aux 




Fig. gei. 

lÔ^'.OO' - OO'.OO'.O'O'. 
AO'.0'a= A"; 



d'abord déterminer les inverses 
pOles 0' et 0'; oa peut 
aussi, bien que A oe soit 
pas visible du point 0, 
jalonner par les procédés 
que nous avons fait con- 
naître (§, 32 fig. 170) la 
direction Os de la ligne de 
visée OA, ligne qu'on ne 
peutobtenirdirectement, 
puisque A est caché par 
l'obstacle U. 

Cela posé, le théorème 

de Stewart (*), appliqué 

au triangle AO'O ", donne 

ÂÔ'.O'O" = âi7*.(X 

Mais AO'.OV = AO.OA' 
et, par conséquent, 

ffO' _ 00^ 00' _ OO'.OO'.O'O' 

Cette égalité permettra de calculer A'O; par suite le point 
A' se trouve déterminé. 

Rbharqub, — Le plus souvent on pourra prendre h assez 
grand pour que l'observateur placé sur la droite Os' perpen- 
diculaire à Oz, puisse apercevoir le point A; dans ce cas, la 
détermination de A' se fait par un coup d'équerre. Mais cette 
solution est soumise à objeclion, si l'on exige que k soit très 
petit ; condition que nous nous sommes imposée en abor- 
dant, tout à l'heure, la solution géoérale. La détermination de 
OA', telle que nous venons de l'indiquer, peut, au contraire, 
être effectuée, si petit que soit h; de là, malgré sa complica- 
tion, l'intérêt que comportent les développements du para- 
graphe présent, intérêt qui n'apparaîtrait peut-être pas 
immédiatement, sans cette explication. 



l") Matthew Stewart's fi'onw genfral Tbeorems of coruiderablt v 
higherpaTtt of MaUtematici, 1746, prop. II). 
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92. Distance d'un point Inaccessible À, à une 
droite A, inaccessible. - Primiëre solution. — On sup- 
pose que A est déterminée par deux points B, G, visibles, 
mais inaccessibles. On détermine : 1° la longueur BC ; 2° l'aire S 
de A.BC. Cela fait, la distance inconnue s est donnée par 
la formule 

- ^ 

Seconds Soldtion. — On trace, dans la région accessible, 
une droite 4' (fig. S62} parallèle à 4. En mesurant, par l'un des 



procédés que nous avons fait connaître, les distances CE' et 
AH; leur différence donne la longueur chercbée. 

Nous supposons que le prolongement de & ne pénétre pas 
dans la région accessible; autrement, la diftîculté que nous 
venons de résoudre n'existerait même pas. En déterminant 
la projection A', de A, sur la ligne perpendiculaire à A, la lou- 
gueur AH (fiq. 263) est égale à la distance demandée. 

93. Déterminer le point de concours de deux 
droites inaccessibles. — Deux droites A, A' déterminées, 
chacune, par deux points visibles : 

A, a., pour A ; B, ^, pour A' ; 

étant inaccesïiibles, on propose, par un point donné 0, de 
jalonnerun alignement allant concourirau point oi, commun à 
ces deux droites ; ou demande, aussi, de calculer la longueurOu. 

Ayant visé, du point 0, successivement, un point A de A et uu 
point B de A', on pourra jalonner, dans la région accessible, 
les prolongements Ox, Oy de ces deux lignes OA, OB. Soit 
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Â'B' uue parallèle à AB tracée, bien entendu, dans cette même 
r^ion. Cela fait, on déterrninera, par 

les constructions qui ont été utilisées 'J^^. 

pour obtenir A'B', les droites 3, S' *^- , ^, 
parallMesàietà A'etpassantrespec- ,'' \ -■: ^* 

tivementparA'etparB'. Les triangles 1" \ -~\b 

wAB, u>' A'B' étant hoinothétiques, les '■/' \ ; .''\i' 

droites qui joignent les sommets \; .' 

homologues sont concourantes, <dw' ';,■' 

passe donc par le point 0, ^ ,_ A\ 

Après avoir déterminé la direction «X-^- \ ^^ " 

Oai, si l'on veut avoir celte distance, / V'V 

on observera que y V \ 

OA '^ 

0« = — (V. ,.^,„ 

U sufnt donc, pour connaître Ou, de calculer, commu nous 
savons d'ailleurs le faire, la distance du point au point inac- 



Cette solution est {i^éuérale, 
parce que la figure Oo/A'B' est 
aussi petite que l'on veut. 

94. Les trois droites 
inaccessibles. — Ia figure 
constituée par trois droites 
inaccessibles soulève divers 
problèmes; mais, pour nous 
borner, nous envisager seule- 
mentle cas ohles trois droites 
sont concourantes. 

Nous supposons donc que 
l'on considère trois droites inaccessibles A,, ij, il, cliacune 
d'elles étant supposée déterminée par deux points visibles. 
Dana ces conditions, on propose : 1" de reconnaître que ces 
droites sonl concourantes; 2" de déterminer les angles qu'elles 
font, à deux deux. 

Cette seconde partie (que les droites en question soient, ou 
non, concourantes) peut être considérée comme déjà résolue, 

0. DE L, — (itUMÉTniE DE LA BÈbl.E. 18 




fig. aeJ. 
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puisque nous avons appris, précédemment, à mener, surle ter- 
rain afcessible, des parallèles à des droites inaccessibles. Nous 
nous boroerons donc à l'exameD do la première partie. 

i" Supposons d'abord, pour envisager le caa le plus iàcile, 
que les prolongements des droites A,, A,, i^, pénètrent dans la 
p^irtie accessible du terrain. Ayant mené, par un point A, de 
A„ des parallèles AB, AC aux droites A,, lï,; si BO est partagé 
par A„ au point A', en deux parties égales, les droites consi- 
dérées sont concourantes. 




Fig. ses. fig. Mî. 

Mais cette solution, que nous avons déjà utilisée dans le 
problème des percées concourantes, est, pour le cas présent, 
peu pratique, parce qu'elle nécessite des opéralions exigeant 
une certaine étendue de terrain. En voici uue autre qai nous 
parait moins compliquée. 

D'un point A, pris sur A, on abaisse des perpendiculaires 
AC, AB sur ^^ et A, ; si les angles i et 2 sont égaux, les trois 
droites coucoureut. 

Le lecteur trouvera d'ailleurs, sans aucune peine, d'autres 
solutions de ce problème très simple; et, sens y insister 
davantage, nous allons examiner certains cas offrant plus de 
difficultés. 

2* Imaginons, paï exemple, que le prolongement de A„ seul 
pénètre dans la région accessible. 
Par uu point 0, pris sur le prolongcmcul de A,, on mèuera 
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des droites S,, S, parallèles à A, et à À, ; ou appliquera ensuite, 
aux trois droites S,, 5j, et OA, l'une ou l'aulrc des vérificatioDS 
indiquées tout à l'heure. 

3* Admettons enTm qu'aucun des prolongements des droUes 
considérées ne pénètre dans la région occessible, ce qui con- 
stitue le cas le plus général. 

Si l'on peut viser, d'un certain point de la région acces- 
sible: les points Al, Aj, Aj, d'une part; B,,Bs, Bj, d'autre part; 
en ligne droite avec ce point 0, et respectivement placés sur 
les droites A,, i„ ij, on pourra calculer les distances de à 
ces différents points et l'on devra vérifier que les rapports 
anharmoniques (0, Â,A,A,), (0, B,B,B,), sont égaux. 

Comme il serait'pénible de calculer toutes ces distances, 
0A„ OA, ..,;0B(, ..,, on simplifie l'opération en visant, de 
deux points 0', 0", arbitrairement choisis d'ailleurs, les points 
A[, A„ Aj; Bi, Bj, B,, et l'on coupe ces lignes de visée par 
deux transversales quelconques Oit, Oy. 

Ona: 

(0, A.A,A,) = (0,î,a,«,); et (0, B.B.B,} = (0, p,^,p,). 

Par suite, si A,, A,, A, concourent, 

Ainsi les ~.^:-t' '-^ 

droites consi- / ,-'' \»., .^^'ik-'A 

derees concou- —/ y ,■ \ ; -. 

rent si les 
droites tt,p^. 



-Mi^. 




courent elles- ,;• 

mêmes; et réci- 
proquement. 

Onpeutfaire, vig. tes. 

à cette solution, une objection : les points A, et A, visibles 
sur A,et A„ peuvent n'être pas en ligne droite avec un point 
vmble de A,. Le problème que nous allons traiter, dans le para- 
graphe suivant, répond à cette objection et permet de consi- 
dérer la solution précédente comme étant générale. 
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95. Déterminer le point de rencontre d'une ligne 
de visée avec une droite inaccessible. — Voici dans 

quels termes doit se poser la ques- 
/* tion que nous venons de soulever, 

_A^ _j_ __ , ,; Soit Aj une droite inaccessible, 

' '; .;■ _/ détcrmioée par deux points visi- 

;' '; ,.'',' _.-'/' bles A,B- L)'ini point part une 

; ', .-■' ,: ' /'' ligne de visée i, et cette droite 

coupe AB en un point invisible K : 
on veut pourtant, d'un point donné 
0', viser ce point K. 

Jalonnons une iiarallcle à ÂB sur 
le terrain accessible; OK rencon- 
tre cette droite en un point J; ot nous avons 
EJ _ A^ CI _ AK 

JO ~ KB DI ~ Klï' 

EJ Cl 
parsn,te ^ - = -• 

Cette égalité permot de déterminer la position du point J; 
et, par coQsé(|ueut, de fixer la position de la ligne de visée 
O'K. Cotte détermination peut d'ailleurs s'effectuer, sans chaî- 
nages et sans calculs, par de simples alignements. 

En quittant cette étude des ligures inaccessibles nous 
devons faire observer qu'elles donnent lieu à beaucoup d'autres 
problèmes. Ou peut, par exemple, proposer de reconnaître 
que quatre points visibles, mais inaccessibles, sont situés sur 
une circonférence ; ou demander l'aire d'un triangle dont 
les cdtés sont inaccessibles et les sommets invisibles, etc... 
Mais nous ne pouvons nous étendre ici plus longnementsnr ce 
sujet. Il suffira d'ailleurs, pour résoudre ces diverses questions, 
d'appliquerles idées générales que nous a vous exposées, notam- 
meut celles qui ont trait à la transformation, par les diverses 
méthoJes indiquées plus haut, des ligures inaccessibles. 

96. La méthode de M. Lemoine. — Nous indiquerons 
encore, en terminant ce chapitre, un procédé dû à M. Emile 
Lemoine et qui permet de déterminer les aires et les distances 
inaccessibles. 
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Soit ABC le Irianglo considéré ; prenons trois points M,, M,, 
M, d'oii nous puissions abaisser des perpendiculaires sur ses 
côtés prolongés ; soient a,, g,, f, ; a„P,-Yi; *)> ?î T»; l<ïs 
coordonnées normales do ces points. 

En désignant par S l'aire de Â.BC, nous avons : 
Oœ, ■+■ bPi + Cf, = 2S, 

(1) aa, + 6p, + ct. = 2S, 

«ï, + 63, + CYs = 2S. 





«.p.ï, 


iP,r, 




"l'ïl 


',f,> 


lit - 


-■P,Y. , »' 


= ip.r. 


W!^ ^ 


= S'T. . 


»,= «.e,! 




ttiPaïs 


■p.r. 




VI, 


«.P.i 



Les équations (1) résolues par rapport a a, b, c donnent 

(S) o = ^S^, b = ,s1h. c = =s'^. 
m m m 

Mais on sait que 

i6S* = 20'é' + 2b*c' + ic'a' — a* — b"- — c'. 

Substituons, dans cette égalité, les valeurs de a, b, cdoQuées 
par les formules 1^2); il vient 
m' — S*(m„-h mp + m^)(m^ + mf — mj{m„-i- wi — »»p)(m^+nt,— m,). 

Cette formule permet de calculer l'aire du triangle inacces- 
sible ABC, si l'on peut mesurer les quantités ai, ^,,-|-i; a„ p,, fi; 
»i. fi, Yj- Les égalités (2) feront ensuite connaître les lon- 
gueurs a, b, c des côtés du triangle ABC, si l'on veut les 
déterminer. En posant 

K.''={nK+m^+m..}{m.-\-m^ — m,){m^+m —)iif)(mf+m,—m-.}, 
les formules Irouvées deviennent 

-.■ = SK, a,-.-^. i = ~^. c=,-j^. 

Cette méthode esl fort ingénieuse, mais elle n'est pas géné- 
rale (dans le sens que nous donnons à ce mot, dans cet 
ouvrage) parce qu'elle exige, conformément h l'hypothèse faite 
plus haut, que les prolongements des côlcâ du triangle ABC, 
pénètrent dans la région accessible; condiiion qui ue sera 
pas toujours vérifiée. 
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CHAPITRES IX et X 

LES PROBLËHBS d' ARTILLERIE 



Le tir (le projectiles à do grandes distances et la guerre des 
siëgQB soulèvent plusieurs problèmes dont la solution ressort 
de la géométrie qui nous occupe. Nous nous proposons d'exa- 
miner un certain nombre d'entre eux. 

Au premier abord, on sera sans doute porté à ne voir, dans ' 
les développements qui suivent, que de simples joux de l'esprit; 
quelque chose enfin, daus le domaine géométrique, d'assez 
semblable aux récréations mathématiques do l'Arithmétique. 
Certes, ce jugement serait csact, de tous points, si l'on devait 
considérer uniquement les manœuvres exécutées par l'ar- 
tillerie, en un jour de combat. En pareil cas, les théories no 
sont pas à leur place. Mais on voudra bien accorder que le 
rôle do l'artillerio est plus étendu. Ainsi, il peut arriver (la 
dernière guerre n'en a-t-ellepas fourni plusieurs exemples?) 
que deux armées, dont l'une est enveloppée par l'autre, restent 
longlemps en présence. A d'autres moments, l'artillerie peut 
être appelée à entreprendre, ou à soutenir, des sièges de longue 
durée; à cerner des forts; à surveiller les côtes, ou ù grotéger 
certains passages, etc. 

Alors, les problèmes que nous allons traiter, même envi- 
sagés au point de vue pratique, ne paraîtront peut-être plus 
aussi frivoles qu'à la première vue; et des cas pourront se 
produire où les solutions que nous allons exposer rencon- 
treront des applications intéressantes. 

97. L'établissement du fort central. — Trois points 
A, B, donnés représentent des positions qui doivent être 
protégées par un fort; il s'agit de déterminer l'emplacement 
de celui-ci de façon qu'il commande également bien les 
trois positions données. En d'autres termes, on propose de 
fixer la situation du centre du cercle circonscrit à ABC. 
Ce point obtenu, il restera, bien entendu, h comparer les 
distances OA = OB = OC, avec la portée moyenne des pièces, 
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pour vérifier que la position trouvée, pour le point 0, n'est 
ni trop éloignée; ni, ce qui peut être un inconvénient d'une 

autre nature, trop rapprochée, 

Premier cas. (Lespotnts A, B, (1 sont accessibles.) — Bien que 
les poinis donnés soient supposés accessibles, il ne saurait être 
question de résoudre le problème actuel eu élevant des per- 
pendiculaires aux milieux 
des côtés AB, BO, CA ; ces 
droites ont des longueurs 
beaucoup trop considé- 
rables, pour qu'il soit pos- 
sible, en général, de trou- 
ver commodément leurs ', 
points milieux. Il y a donc / 
là.on le comprend, unecer- 
taine difficulté, de l'ordre 
pratique; voici comment ï, 

on peut la résoudre. fig. iJO. 

Élevons A^perpendiculatre à AB; et, avec la fausse éqoerre, 
relevons l'angle Oks; en transportant l'instrument successi- 
vement aux points B, C, on pourra jalonner deux droites BO, 
GO formant avec BC des angles i', i", égaux à l'angle i. Ces 
droites concourent au poiot cherché. 

On observera que la constniclion précédente comporte une 
vériiicatiou très utile puisque l'on peut reproduire, de deux 
autres façons, le tracé indiqué en rem plaçant successivement: 
A, par B ; puis par C. 

Quant à la distance OA, elle est trop considérable pour être 
trouvée par un chaînage direct. On l'obtiendra, en considérant 
le point A comme inaccessible, et en déterminant OA par l'une 
des méthodes que nous avons indiquées au chapitre VI. 

Deuxième cas. (Lex points A, B, C sont inaccessibles.) — Ima- 
ginons par exemple que l'on veuille établir, au bord de la 
mer, un fort dont les feux commandent trois Ilots voisins 
A, B, G; on peut demander de placer ce fort à la même dis- 
tance de ces trois poinis. 

Pour déterminer le point central; on tracera d'abord, dans 
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la partie acceeeible, une droite ii' parallèle à AB (Chapitre 
^ VII). Autantquepos- 
\- ,■' sible, pouréviLerdes 

^^\ // jalonueraents trop 

\ ^^ •'/ longs, ou cherchera 

1 placer Ai' daas le 
voisinage du point 
inconnu. D'un point 
P, pris su r Ai', arbi - 
Iraireinent d'ailleurs 
on vise les points A, 
B; et, après avoir 
jalonné les lignes de 
¥ig. %ii. visée PM, PM', ou 

relevé avec la fausse équerro l'angle APB. On se transporte 
ensuite sur iA' jusqu'à ce qu'on trouve un point Q d'oîi l'on 
aperçoive AB sous un angle AQB — APB ; puis, on jalonne de 
nouveau les lignes de visée QM, QM', on obtient ainsi une 
droite MM' qui va passer par le point inconnu. lin reprodui- 
sant, avec AC, les constructions que nous venons d'indiquer, 
«c on déterminera une 

', seconde droite qui cou- 

\ r ,-' peraMM'au poiutcher- 

'. \ /' ,' ché. 




98. Cas où le point 
central est trop 
éloigné. — Dans le 

cas oii le point central 

est trop éloigné, et par 

conséquent sans usage, 

on peut rechercher 

quelle est la meilleure 

■ ' situation qui convienne 

h'ig. tn. àl'établissementdufort 

que l'on veut construire. Si.poorfixer les idées, nous supposons 

que lepoinlCsoitceluidestroispoints donnés que l'on veuille 

plus particulièrement tenir sous l'action du fort, on placera 
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avantageusotneut le fort au point d'inlerBeetion de la perpendi- 
culaire élevée au milieu de AB (droite que l'on peut obtenir 
comme nous l'avons expliqué tout à l'heure), avec OU. 

Soit lu ce poini : on a wA = loB et wC < ooB. Pour vérifier 
queuCestplus petit que coA, on observera que l'on a 

OB < Oo> + <uB, 
ou 00 = Ou> + uiC < 0(0 + uB, 

ou, enfin, uC < oiB. 

Ainsi, du point u, ou commandera également bien les points 
A, B ; si la distance tuA ne dépasse pas la portée du tir, cetic 
condition se trouvera, a fortiori, réalisée pour le point C. 

99-. Le Tir central. — Un point donné doit servir de 
but ; on propose alors de fixer les emplacemenis de plusieurs 
batteries qui soient, toutes, 
à la même distance de 0. *" 

Bieu entendu, ce point est /.' ; 

supposé inaccessible et à / , ■ 

uue distance relativement /'' / < 

grande, de la région oîi l'on ,'' 

peut opérer. /' / ■. 

Ayant pris un point A, /' / ', 

arbitrairement, poury éta- ^A, ' 

blir la première batterie, ^\^ï' 'i ^-'■'''^^' 

on trace un alignement A; **\I c*^-J' 

faisant, avec OA, un angle ' 

T que l'on relève avec la ^''J *^*- 

fausse équerre. On chemine alors sur Az jusqu'à ce qu'on 
trouve le point B d'oîi l'on voit OA sous uu angloT égal ù 
l'angle': ; c'est en B qu'on doit fixer la position de la deuxième 
batterie. On répétera, avec les alignements B^', C;'... la 
môme opération; et l'on obliendra, de la sorte, autant de pointa 
que l'on voudra, équidistants de 0. 

Si les batteries doivent être très rapprochées les unes des 
autres, ou prendra pour l'angle r un augle aigu, voisin do 
l'angle droit; et, si l'on veut qu'elles soient équidistantes, on 
conservera à la fausse équerre, dans tout le cours des opéra- 
tions, l'anf^lc I primitivement adopté. 
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100. Le chamin de sûreté. — Supposons que repré- 
sente un fort assiégé ; on veut tracer une ligne polygonale; aussi 
rapprochéequepoBsibledecelui-ci, et dételle sortequeleapoints 
extérieurs de cette ligne soientà l'abri des projectiles de 0. 

Soit A la trace d'un projectile lancé par 0; jalonnons kz 
perpendiculaire & OA et prenons, sur As, un certain point 
B, Ayant relevé avec la fausse 
Z. équerre l'angle ABO, on trace 

',' 1 raligncment Bs', de telle sorte 

/' ; \ que 0B;'=^ ABO. Cette droile 

/ ' \ Bi' représente un des côtés du 

/ l \ chemin do sûreté. En opérant 

/ / '; ainsi, auccessivenipnt, on 

obtiendra une ligne polygo- 
nale Aï, Bï', C'a',... envelop- 
pant le fort, el, tous les points 
situés hors du périmètre de 
cette ligne ne seront pas expo- 
Fig- Vi. ses au feu du fort. 

Bien entendu on prendra, pour point de départ de la con- 
struction indiquée, la trace du projectile qui esttombé à la plus 
grande distance de 0. Deux traces semblables A, A' étant 
données; poursavoirquelleest celle quiestlapluséloignée de 0, 
on relève avec la fausse équerre l'angle OAA' et l'on voit si cet 
angle est supérieur, égal, ou inférieur à OA'A. Suivant ces diffé- 
rents cas, on a : OA < OA', OA - O.V, ou enfin OA > OA'. 
Nous abordons maintenant une question qui peut offrir un 
intérêt particulier dans la guerre des sièges ; aussi, le traite- 
rons-nous avec quelques détails. Nous voulons parler du pro- 
blème dans lequel on propose de lancer des projectiles suruu 
Lut invisible. Il faut, pour résoudre complètement ce problème, 
déterminer: i° la ligne do tir; et, 2" la distance du point d'at- 
taque, au but que l'on veut atteindre. 

101. Le tir sur le but partleUeraent invisible (*). 
— Nous examinerons d'abord le cas particulier oîi, un point B 

(*) Pour qu'un but soit bien déterminé, il Caut qu'il soit visible do deui 
pointa au moins, pour l'obserTatour qui se déplace sur le lerrain accessi- 
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étant visible, on veuttirer sur un but invisible : 2, 4, 8,... fois 
plus éloigné du centre de la batterie que le point B. La propriété 
sur laquelle nous allons nous appuyer a été déjà signalée 
(Première partie, § 128); mais nous allons la rappeler et la 
démontrer. 

Prenons, dans le voisinage de 0, un point M tel que 0MB 
soit un angle droit; prolongeons MO d'une longueur égale 
OM'. puis élevons a j^^^ 

MM', en M', une per- r^~-~^\-~^ .^ 

pcndiculaire qui ren- op '••- .-.V;:-:^^ 

contre en A la perpen- / f 

diculsireàOB,aupoint "^^^ 

0. Si, de M, on vise le 

point A, la perpendi- '■''ff- *'^' 

culaireMC, à AM, va couper OB en C. Cela posé, on aOG = 20B. 

Pourle démontrer,observonB que les triangles MBC.MOAont 
leurs côtés perpendiculaires deux à deux ; ils sont donc sem- 
blables, et nous avons 

' ' MB OM 

D'autre part, les triangles rectangles 0MB, OM'Â sembla- 
bles, eux aussi, donnent 

(2) ^^^. 

^ ' OA OM' 

En comparant les égalités (1) et (2} et en observant quo 
OM' = OM, on voit que 

BG = OB. 

Ainsi, les projectiles d'une batterie placée en M, dont le lir 
serait dirigé perpendiculairement à MA, comme l'indique la 
figure, iraient frapper un but in visible, situé eu C, point sj mé- 
trique de par rapport à B. 

-En opérant avec MO, comme nous l'avons fait avec MB, ou 
pourrait régler le tir d'une ou de plusieurs batteries dont les 

ble. S'il n'est visible que d'un point seulement, nous traduisons ce fait, 
Faute d'une expression meilleure, on disant qu'il est partiellement invisible. 
Eoiin, s'il arrive que le but ne puisse 3tre aperçu, quelle que soit la posi- 
tion que peut prendre l'observateur, bypothèse examinée plus loin, nous 
dirons alors qu'il est complètement invisible. 
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feux convergeraient vers un but C, iavisible, et tel que 
OC ^ 4OB. etc. 

Dans cotte construction, il n'est pas inutile de le remarquée, 
B sert uniquement comme point, do visée ; il peut être tiès 
éloigne de 0. Mais les alignements nécessaires a la détermi- 
nation de MC portent uniquement su r les points M, M', A, qui 
peuvent âtre aussi rapprochés de que l'on voudra. 

102. La solution par la fausse équerre. — Le but 

est placé en B ; on le suppose visible, du point A, mais on 
admet que, pour des raisons diverses, dans le détail des- 
quelles il est inutile d'entrer ici, on veuille placer la batterie 
en un cerlaîn point C, différent de A. Dans ces conditions, 
on propose de déterminer la ligne de visée CB. 

Dans la partie du terrain qui est accessible, jalonaona 
une droite A; et, après avoir relevé l'angle BAO avec la 
fausse équerro, cherchons, sur A, le pointM d'où l'on voitBG 
sous un angle BMC = BAC. Bevenons au point Â ; et, avec 
la fausse équerre, relevons maintenant l'angle BÂM. L'in- 
strument donne, en même temps, un angle a. supplémentaire 
de BAM; c'est celui-ci que nous allons considérer. Ayant 
transporté la fausse équerre en C, visons le point M avec 
une des branches de l'instrument; l'autre branche, celle qui 
cstincliQéesur la prcuiiore de l'angle 2, détermine la direc- 
tion inconnue. 

Il cxislo, il est vrai, deux droites partant de G et faisant 

avecCMTanglea, en question. Mais, dauslapra tique, cetteambi- 

guïté ne saurait exister ; 

parce qu'on saitde quel 

côté, par rapport à CM, 

,-' , •' [~>c se trouve lebut invisible. 

.-'^•' ^,-'-' Pour mesurer la dis- 

-','' ,- ' tance CB, on pourrait 

,>•' ,--'' délerminer d'abord les 

,-1'/ ''' distances AB, MB. 

a"* comme nous l'avons 

'''S-*'"- indiqué précédemment 

(chap. IV); puis, on appliquerait le llicorème de Ptolémée au 



:^ZV 
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quadrilatère BAMC. Mais ce procédé serait beaucoup trop 
loag; il est préférable d'opérer do la manière suivante. 

Ayant relové l'angle" BCA, ce qui est possible, puisque la 
direction de CB est maintenant connue, on tire un alignement 
CD, de telle sorte que UCD — BDA. Le quadrilatère BCMA. 
étant inscriptibIe,CMD — ABC; les triangles ABC, MCD sont 
donc semblables, et l'on a 

103. La solution par les alignements. — Le but, 
placé eu B, est supposé visible des points A, C; il est au cou- 




lig. !77. 

traire invisible de M, point situé sur AC et l'on veut établir 
la ligne de visée qui, partant de M, aboutit au point B. 

Dans la partie des alignements AB, CB, qui est accessible, 
on prend: deux points P, Q ^jc 

et l'on effectue la construc- 
tion indiquée par la figure, 
Oii trouve ainsi un point B-, 
MRcslJa ligne cherchée. 

Pour établir, en peu de 
mots, ce théorème; formons 
la perspective de la figure 
276, de façon à rejeter à l'ia- t-^ 
tiniiadroiteAMC;nousobtc- t-'H/- ï^*' 

nous alors la figure 2'8, Aux quadrilatères BQSP, HSKR, 
correspondent les parallélogrammes B'Q'S'l-', H'S'K'R'; aux 
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droites QH, PK, les parallèles Q'H', P'K' et il faut démostrer 

que B'R' est parallèle \ la direction commune des droites Q'H', 

VK'. 

Kq effet, les triaugles semblables Q'S'H', P'S'K' donnent 

S'K' S'Q' 

S'P' " sTF ' 

H'E' H'I 

■ffQ''°QT 

Daus le triangle B'IR', Q'H' partage les côtés en IR', IB', 
en segments proporlionnels; Q'H' cit doQC parallèle à B'R'. 
La construction indiquée plus haut se trouve ainsi justifiée. 

Si nous revcuons à la ligure Hl, oa peut demander de 
calculer la longueur MB. A cet effet, ou pourra considérer le 
triangle ABC et les droites ÂD, CE, BM qui, dans ce triangle, 
concourent en R. Le théorème de Gergonne (Première partie, 
g 1) donne 

MR DR ER _ 
MB "^DA^ EG ~ ^' 

A l'exception de MB, toutes les longueurs qui entreiitdans 
celte égalité peuvent être obtenues par des chalaages; on 
pourra donc calculer la distance inconnue qui sépare, du but, 
la position de la batterie. 

104. La solution par l'équerre ordinaire. — Dési- 
gnons toujours, par B, le but qui n'est pas visible du pointH 
oii l'on veut établir la batterie. Choisissons, dans les régions 
siblcs, deux points A, G d'oîi l'on aperçoit BM sous des 
augtcs droits; les angles 
CMC, A'-MA, MG'B. 
MA'R étant droits, MR 
représente la ligne de 



M hn ellet, nous avons 
G'MR = C'A'R' = MAC 

^ MBC = C'MB : 
les trois points M, B.B 
sou t donc en ligne droile. 
Quant il la distance MB, on peut la calculer 6n observant 



Fig. 27S. 
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que les deux quatlrilatëree MÂBC, MA'C'H sont seDiblables: 
ou a donc MB = MR.ïrSli;- 



105. Examen d'un cas particulier concernant 
le problème procèdent. — Nous allons supposer maiu- 
leuaot que lo but proposé est visible d'uo seul point de la 
région accessible ; toi serait, par exemple, 
uu obstacle fortifié B protégé par uu bois 
V; (le telle sorte que B soit visible d'un ; 
seul point A, è travers une percée du bois. 

Soit C le poiot ob l'on veut établir la 
batterie. Ou prendra, sur les directions 
ÂC, AB, des longueurs AC, AB' telles que 
AC AB' 



AC 



AB 






La ligne de visée CZ est parallèle à C'B', 
et la distance CB se calcule par la formule 

t;B = 0'6-.^. 

Ai. 
Cette solution exige que l'ou con- 
naisse la dislance AB. Si cette longueur ne peut pas lïtre cal- 
culée, il faut alors, pourque la position deB soitdéterminéc, 



Fia. WP- 




que l'on puisse indiquer, sur le terrain, deux pointe P, Q en 
ligne droite avec B. D'ailleurs, P, Q sont inaccessibles; car, 
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dans l'hypothèse que nous avons faite, B ne peut être aperçu 
que d'uu seul poinl de ta partie accessible. Voici comment on. 
peutrésoudrececas.l'iin desplus difficiles du problème actuel. 

Traçons Oar rorpcndiculairement à OB, dans la région 
accessible; prenons, sur Ox, un point 0' arbitraire, mais tel 
que les ligues O'P, O'Q passent dans le voisinage du terrain 
oh l'on veut établir le centre d'attaque. Les perpendiculaires 
OA, OC, élevées aux droites OP,OQ, coupent les lignes OQ, OP 
en des points A, tl; la droite GA est la ligne de tir. 

Pour démontrer que les trois points C, A, B sont en ligue 
droite (*), ou peut raisonner de la manière suivante. Les 
côtés des angles droits BOX, AOP, COP rencontrent PQ en 
six points formant une involution dont le point central est la 
projection de sur PQ. D'autre part, le quadrilatère complet 
AC, 00', P'Q' donne, lui aussi sur PQ (théorénie de Desargues) 
par ses côtés O'C, OA; OC, C'A; et ses diagonales 00', AC, 
six points en involution. Dans ces deux ponctuelles en iavo- 
iution, cinq points sont confondus ; par conséquent elles 
coïncident, et l'on peut conclure que AC passe par B. • 

La longueur de h ligne de tir peut s'obtenir de bien des 
façons et, notamment, eu observant que le rappsit anharmo- 
niqne (D, C, A, B) est égal h celui des poiuts (0' C P' R). 

La solution précédente est, comme on le voit, une nouvelle 
application de la transformation des figures, que nous avons 
nommée transformation réciproque (**); elle exige l'emploi de 
l'équerre ordinaire. Si l'on ne dispose que d'une fausse équerrc, 
on opérera comme nous allons l'indiquer, en effectuant une 
transforma lion homologique de la figure inaccessible. 

Soit toujours désigné par B (/ig. 282) le but qu'il faut 

atteindre et qui n'est visible que d'un seul point 0, lequel ne 

peut, pour certains raotiis, servir décentre d'attaque. EfTec- 

tuons la construction indiquée par la figure, eusupposant 

Q'OB = QOB, P'OB = POB; 

la droite P'Q', ainsi obtenue passe par B. Si l'on ne veut 
pas, pour reconnaître cette propriété, invoquer les principes 
de la transformation bomologique, il suffira d'observer que 
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Iqb droites OB, 00' étant les bissectrices des angles formés 

par les droites OQ'OQ. OP', 

OP : les ponctuelles (C, P', ',^-^ 

R. P), (0', Q', S, Q) sont /| ""'-., 

harmoniques. Cette remar- ' ; ^'* -^^ 

que une fois faite, un théo- ; ! ,-'/ ,/"' 

rëme élémentaire bien connu 

prouve que P'Q', RS, PQ 

sont des droites concou- 

raates. Ou pourra doue 

iustaller la batterie eu P' ; 

P'Q' sera la ligne de tir. 

Quant à la distance PB', 
elle se calculera, si l'on veut, par le procédé indiqué plu3 haut. 

Nous abordous maiuteuaut un cas plus difficile; c'est 
celui où le but est invisible do tous les points de la partie 
accessible. 



Fig. iSi. 



106..Le tir sur un but complètement invisible. — 

Imaginons, par exemple, que, daus une ville assiégée, ou 

veuille atteindre un point jj 

B, invisible dans quelque /^ "■•7~--,i) 

position qu'on se place; on /' / , -*'''^"', \ 

sait seulement qu'il se z',^^;;'-^ --->'^ 

trouve placé eu ligne 

droite avec deux couples 

de points visibles A, C; 

D, E. 

La transformation 
homothétique des figures 
donne une première solu- 
tion du problème actuel. '^" 
Après avoir jalonné, en partant d'un point 0, les directions OA, 
OC.OD, OE; on prend, sur ces droites, des points A', C,D',E', 
tels que 

OA' OC OD' ^ OE' 
OÂ "^ OC ~ OD ~ OE ■ 

Les lignes A'C, D'E' se coupent en un point B'; OB' est la 

G. DK L — GÉOMiTRIB DE LA RiOLB. 18 
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ligne de visée. OB se calcule d'ailleurs par la formule 
0B = 



--^- 



Mais celte solution, très simple en théorie, offrirait «bus 
l'application, certaines longueurs, parce qu'elle exige le calcul 
préalable des distances OÂ, OC, OD, OË. Celle que nous allons 
indiquer, basée sur la transformation homologique, nous 
paraît sensiblement plus pratique. 

La transformation à laquelle nous faisons ici allusion est 
celle que nous avons déjà employée au paragraphe précédeat; 
elle peut se définir ainsi. On prend un 
angle droit O'Oic; et, sur 00', un point 
fixe 0'; c'est la figure de référence. Un 
point M étant donné, le correspondant 
M' s'obtient en traçant CM et en menant 
Fiy. ssi. la droite OM', symétrique de OM, par 

rapport à OX. Cetle construction du point M' "peut être faci- 
lement réaliséo, sur le terrain, avec une fausse équerre. 
Si l'on transforme, par ce procédé, une figure inaccessible, 



Ft'j. ÎSS. 

et notamment le quadrilatère A, C, D, E, dont il a-été quesUou 
plus haut, on obtiendra des points associés A', C, D'. E', 
D'ailleurs, dans cette méthode, la transformée d'une droite est 
une autre droite ; de plus, deux points correspondants sont en 



DvGoogIf 



BE LA RÈGLE RT DK L'ÉflUEBRE 291 

ligne droite avec le pôle fixe 0'. D'après cela, les droites A'U', 
DE' se coupent en un point B'; OB' va passer par B; c'est la 
ligne de visée. 

Pour avoir la longueur O'B, on observera que, si OB rencon- 
tre l'axe d'homologie en H, la ponctuelle OB'HD est harmo- 
nique; on a donc 

' _ J__ I 

O'B ~ OH O'B' ' 

t07. Le bombardement de la passe. — Soient, sur 
■ le terrain, deux points remarquables 0, 0', inaccessibles et 
très éloignés; on voudrait régler le tir de façon à faire tomber 
les projectiles au milieu de 00' {*). Cette question, à un autre 
point de vue, nous a déjà occupé (Seconde jiarHe, § 68); mais 
nous nous étions réservé de l'examiner de 
nouveau, dans le chapitre actuel. 

Deux cas, au point de vue pratique, 
doivent être distingués dans le présent pro- 
blème; suivant que 00' pénètre, ou ne 
pénètre pas, dans la région accessible, 

Prbhieh Cas. — Plaçons-nous d'abord 
dans cotte seconde hypothèse. Après avoir 
effectué les alignements qu'indiquela figure / / 1 [ 
286, nousobtenonsunquadrilatèrecomplet; / / \\ 
les milieux A, des diagonales MP, NQ, .- /' \ \ 
donnent deux points situés en ligne droite /,• ■.; 
avec la point invisible B ; AC représente ,-/' i; 

donc la ligne de visée. „rL'. .^- ïo- 

Pour obtenir la distance inconnue AB, 
on observera que les droites O'O, O'P, O'O', ^^' *"*■ 

O'Q déterminent, surACB, une ponctuelle harmonique; etl'on 
appliquera la formule indiquée précédemment {Seconde partie, 
§52). Ces opérations exigeraient, ii est vrai, un peu de temps; 

(') On peut imaginer par exemple que O, O' représenlenl deux forts 
protégeantrentrée d'un défile, commençai! l en B;ou, l'embouchure d'un 
tleuve ; le mouillage d'une rade, etc. Dios celle hypolbèse, ou peut 
avoir intérôt à préparer le tir de façon que les projectiles vienneol frapper, 
à UQ moment donné, non pas les farta eux-mêmca, mais le poiat qu'ils 
piotëgent, point inmible et que nous supposons placé au milieudeOO'. 
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mais OD peut admettre que la guerre des sièges comporte 
pour cette détermiaattoa, tous les loisirs nécessaires. 
SxcoHU Cas. — Supposons maiuteuant que le prolongement 
„, de 00' pénètre dans la région oii se 
/; trouve l'observateur. Sur ce prolon- 
gement, prenons un point A, et tra- 
çons, dans la région accessible, deux 
v'//' alignements quelconques A, A'. Ou 

/! ! ! choisira, pour A, A', des droites 

//// faisant, avec AO, des angles d'au- 

/' / / / tant plus voisins de 90" que la dis- 

■' // .•' tance 00' est plus considérable ; de 

/ / / celte façon les constructions que 

/ // nous allons indiquer se feront tou- 

jours dans des limites convenables. 
Au point M, pris arbitrairement 
sur A, on relève, avec la fausse 
équerre, l'angle AMD et l'on déter- 
Fig. iS!. miue ensuite, sur i,ie point M' d'oîi 

l'on voit AO' sous le mèmeangle. Soit Ole milieu deMH'; la ligne 
de visée est une droite, partantdeC, et formant avecCÂunangle 
égalàOMA;cetaDglc ad'ailleurs, été relové parlafausse équerre. 
Pour avoir la longueur de la ligne do tir, prolongeons la 
ligne de visée jusqu'à ce qu'elle rencontre A' en P; puis, me- 
nons OP, parallèle & AO. Nous avons alors 

QB = QC.|. 

Comme la longueur QC est connue, par un chaînage direct, 
on pourra, au moyen de cette formule, calculer QB ; c'est la 
distance cherchée, si la batterie doit être installée en Q. Dans 
le cas oh l'on voudrait placer les pièces au point 0; on aurait 
CBt en observant que CB — QB — QC. 

IOS.Beuahque. — Iln'yaaucunintérêtàsouleverici.daascet 
ordre d'idées, des problèmes plus difficiles que ceux que nous 
avons examinés dans les paragraphes précédents; car, vraisem- 
blablement, ils ne se présente rontjamais dans les applications. 

Pour citer un exemple, relativement simple, des cas aux- 
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qnets nous faisons atlusioD, supposons qu'on veuille, d'un 
point 0, tirer sur un point invisible, également éloigné de 
trois points visibles À, B, C. On tracera, sur le terrain, une 
figure A', B', C, homothétique de ABC en prenant 

OA' _ OB' OCl' _ 1 

ÔÂ ^ ÔB ~ 00 ~ loo' 
Soit o> le poiot où concourent les perpendiculaires élevées 
aux milieux des côtés de A'B'C; Ou est la ligne de visée, et la 
dii:taDce inconnue est égale à lOO Oui. 

109. Le tir sur le but mobile. — « Le problème actuel (*) 
ditServois,(toc. ci(. p. 61) que nous reproduirons ici textuelle- 
ment, est de la plus grande importance pourl'artilleur qui doit 
toujours connaître la distance du but, s'il ne veutpasconaom- 
merioutitemenflesraunitions. Les solutions connues sont sufli- 
santes quand le but est fixe : mais elles paraissent difficilement 
appKcables lorsqu'il est mobile; parce qu'exigeant du temps 
pour être exécutées, elles ne peuvent être assez souvent répé- 
tées pour donner à chaque instant la dislance de l'objet en 
mouvement, On a proposé, il est vrai, pour ce cas, l'usage des 
deux graphomètres placés aux extrémités d'une base connue ; 
mais c'est un appareil qu'on ne peut pas toujours avoir; et 
puis, il faut encore du temps pour conclure, de deux angles 
pris à la fois, la distance dont on a besoin : cependant il impor- 
terait singulièrement qu'on pût estimer, à chaque instant, ou 
au moins à des intervalles assez rapprochés, la distance d'un 
objet telle qu'une tête de colonne, un bâtiment en mer, etc., 
qui s'approche ou s'éloigne: on saurait alors quand il faut 
commencer et cesser le feu; ou me permettra quelques vues 
sur ce point intéressant; elles ne sont point une digression. 

Si l'objet qu'on doit frapper se meut dans le rayon d'un 
cercle dont la batterie occupe le centre, ou pourra so servir 
avec avantage du triangle- équerre de Lagravge; car, ayant 
mesuré d'avance une base perpendiculaire à la direction du 
mobile, terminée d'une part à la batterie, et fixé l'instrument 
à l'autre extrémité, un observateur tenant constamment l'alÎT 
dade mobile dirigée vers l'objet, pourra prononcer à chaque 

(*)Le problème de la dislsnce d'un point à un autre point ioaccesaible. 
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ÎDstant it quelle distance de la batterie est cet objet, parce 
que l'instrument donne cette distance, sans calcul » (*). 

Si l'objet se meut dans une ligne droite, oblique par rapport 
aux lignes de feu de la batterie, on parviendra à connaître sa 
distance, en procédant comme s'ensuit... a 

Servois indique alors pour calculer la distance de la batterie 
au but mobile, la folution que nous avons, en la modifiani 

I*) Oq voit, par cette deacriptioD, ea quoi consistait le triangle-équerre 
de La^raoge, aujourd'hui remplacé par les télémètres. Imaginons un 
trUngle rectangle ABC, dont l'un des cOtéa AB porte uno graduation, 
de o & loo par exemple. Au sommet C est fixée unelunette ou une ali- 
dade mobile ftutour de ce point et qu'on peut, a un moment donné, 
dirifçct vers le but mobile. Un trépied supporte l'instrument et permet 




Fig. iSS. Fig. ti9. 

de l'iDSIaller dans un plan horizontal. La base CO, dont parle Servois, 
étant mesurée, l'instrument bit connaître, par une simple lecture, la 
longueur AH; d'après cela,la distance inconnue est donnée par la formule 



En supposant AB= loAC, h désignant le nombre correspondant au 
po.nlH,ona ^^, _^^ AB AH_ ^^ .. A. 



Il suffit donc de multiplier la longueur de ta base, par le nombre /i 
donné par l'instrument; on divise ce produit par lo. 

pour les grandes distances, il faudrait prendre un triangle équerre 
AB 
dans lequel le rapport — serait plus grand que io;mais, dans ces con- 
ditions, les dimensions del'inslrument le rendraient peu pratique. 
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un peu, reproduite (§ S2), et au moyeu de laquelle on déter- 
mine la distance d'uu point dotiDé à un point inaccessible. 

Lorsque le but ne se meut pas en ligne droite, on peut, dit 
Scrvois, employer la mclbodo suivante : 

a À est le centre de la batterie, ou à peu prës ; X est le but 
mobile ; AZ est une base de longueur plus grande que la portée 
moyenne des bouches à feu de la batterie ; elle est mesurée 
exactement et, sur l'extrémité Z, les divisions, de mètre en 
mfetre, sont indiquées par des piquets, par des cailloux, etc. 
Si le terrain l'a permis, la direction de cette base a été prise 
de manifere h ne pas former d'angle obtus ayec la première ou 
dernière ligne de feu dirigé sur le mobile ; des jalons sont 
placés en Â, D, B sur AZ, à des distances arbitraires ; un cor- 
deau AG égal à AB et sur lequel on a marqué en E une lon- 
gueur AF égale à AD, est fixé par une extrémité en A ; huit 
hommes désignés par K, C, F, G-, L, M, N, Z sont chargés des 




Fig. 290. 

fonctions suivantes. C, E tiennent le cordeau, l'un en E, l'autre 
en G, et ont soin d'être toujours dans l'alignement AX; L, 
placé à quelque distance du jalon D, se tient constamment 
dans l'alignement OD ; M est toujours dans l'alignement BX ; 
N est toujours dans l'alignement BE; F a soin d'occuper con- 
stamment le point de concours de DL et BN ; G est constam- 
ment au point de concours de AF et BM ; enfin Z est toujours 
au concours de CG et AB, et il proclame à chaque moment à 
quelle distance il est du point A: elle est la môme que celle 
du but X. Si l'objet se meut dans la direction AX, il est clair 
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que les observateurs K, C, P, M peuvent être remplacés par 
des jalons, que L, N devieuneut iuutiles, et que Q et Z, avec 
les attributions qu'on leur a données, peuvent seuls détermi- 
ner à chaque instant la distance AZ égale à ÂX. b 

Cette solution, assurément, estfort simple, m théorU ; mais 
bien qae Servois, avant de l'exposer, prenne la précaution 
d avertir le lecteur qu'elle a été, par lui-même n essayée plu- 
sieurs fois avec succès », on comprend, sans qu'il soit utile 
d'insister, qu'une pareille mélbode, exigeant le choix d'une 
bai'e égale à la portée moyenne des bouches à feu, est con- 
damnée d'avance; elle ne peut, manifestement, donner lieu 
\ aucune opération pratique. 

Nous allons, dans les paragraphes suivants, esposer une 
solution, moins compliquée, de la question actuelle. Il est vrai 
qu'elle nous a déjà occupé, quand nous avons examiné (cha- 
pitre V,§ 53) le problème de la poursuite. Nous la reprenons 
ici, pour la traiter avec plus de détails, et en nous plaçant au 
point de vue spécial du tir des bouches à feu, sur un but qui 
se déplace. Mais, nous avons à nous demander d'abord com- 
ment on pourra décider ai la trajectoire du but mobile est 
rectiligne, ou ne l'est pas. 



110. Déterminer la nature de la trajectoire du 
but mobile. 

— Soient : 0, 
le centre de la 
batterie; 0',un 
poste d'obser- 
vation, aussi 
rapproché de 
qu'on le vou- 
dra;M,le point 
mobile qu'on 
veut observer. 
Ayant relevé, 
avec la fausse 
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Vuj. Î5/. 



équerre, l'an- 



gle MOO', jalonne, par un relour d'équerre, la ligne OZ telle 



DiailizodbvGoOgle 



DE LA RfeCLE ET DE l'ËQUEDRE 297 

que /Ou' = MOOJ le prolongement de MO' reoconlre OZ en 
un certain point ix. Si [xse meut sur nue droite S; M est, lui- 
même, mobile sur une droitit D. 

Plus géuéralement, bien que celte dernière remarque n'ait 
aucunintérôt pratique, les points M, ;a, so correspondant homo- 
logiquement, décrivent deux courbes de même ordre. 

Mais il faut, c'est toujours le point délicat dans ces sortes 
de problèmes, déterminer la distance du point fixo au point 
mobile.Noussupposerons, dansée qui suit, que le déplacement 
du but ait lieu on ligne droite; c'est ce qui se produit le plus 
ordinairement et ce cas offre, seul, assez de simplicité et 
d'intérêt, pour être examiné ici. 

111. La distance au but mobile. — Pour évaluer, 

rapidement, la distance OM, observons d'abord que les quatre 
points 0", [i, 0', M forment une ponctuelle harmonique; il en 
est de môme de la ponctuelle formée par leurs projections 0, 
P, 0', Q. sur OX, Nous avons donc 

2 I I 

ou, on remplaçant, dans cette relation homogène, 00', OP, 
OQ par des longueurs proportionnelles OR, 0^, OM, 

^ ' 0-, OM OR 

On imaginera donc un cordeau divisé, fixé en 0, à l'une de 
ses extrémités; un observateur se déplace, en même temps que 
M, de façon à rester sur la ligne MO' et sur la droite 8 qui cor- 
respond à celle sur laquelle se déplace M, droite déterminée 
par deux observations particulières. Cet observateur n'a plus 
qu'à lire, sur le cordeau, la distance 0;-i; puis, on aide calcule 
OM, d'après laformule (1); s'il possède une table des inverses, le 
calcul peut être fait, mentalemeut,avec la plus grande rapidité. 

Le cas particulier où le but mobile M se dirige en ligne 
droite vers le point mérite d'être signalé. Dans ce cas, OZ 
est une droite fixe, et l'observateur jj. n'a qu'à se transporter 
sur OZ, en restant en ligne droite avec lejalon fixé en 0', d'une 
part, et le but mobile, d'autre part. 
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112. L'ouvertura du feu. — Imaginons qu'u 
ennemi M, soit en vue, du point 0, centre d'une balterie ; on 
connaît la portée maxima h, des pièces à feu de cetle bat- 
terie, et l'on voudrait savoir, d'abord, si le bâtiment observé 
s'avance à portée du tir; on veut aussi, dans ce cas, détermi- 
ner le moment favorable à l'ouverture du feu; dé façon à sur- 
prendre le vaisseau, h l'instant précis oh les projectiles peu- 
vent le toucher. 

Nous distinguerons différeutscas; suivant que la trajectoire 
rectiligne suivie parM est dirigée vers 0, ou est parallèle à ia 
côte, ou, enfin, est quelconque. 

l"I,c!ongdela plage, jalonnonsunedroiteOZsurlaquellenous 
établissons, en 0', un posted'observation. Prenons, par un retour 
de la fausse équerre, comme 
nous l'avons fait àplusteurs 
reprises, l'alignement OX, 
symétrique de OM par rap- 
port à OZ. Soit (A le point 
de rencontre de OX avec le 
prolongement de MO'. Com- 
me nous l'avons remarqué 
tout à l'beure, nous avons 



OM 0(i OR 

Soit M la position du bâ- 
timent au moment où il 
pénètre dans le champ do 
tir ; on a OM = k. La rela- 
tion précédente permet de 




Fin. M», 



calculer OfA. Un observateur placé on [a attend le momeut 
oh le point mobile vient se placer sur le prolongement de uO' ; 
et, à cet instant même, donne le signal convenu. 

Les constructions nécessaires, si grande que soit la distance 
h, peuvent se faire dans le voisinage de 0; puisque la base 
00', étant arbitraire, peut être choisie aussi petite que l'exi- 
gera le terrain sur lequel on peut opérer. 

Le problème devient plus difficile, lorsque la trajectoire 
suivie par le vaisseau qu'on observe est une ligne droite ^ ne 
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reofermant pas le centre de la batterie; tel seraitle cas d'un 
bâtiment passant au large, ou croisant à distance, pour se 
livrer à cerlaines observations. Il faut alors déterminer la 
distance de à A, et savoir si cette longueur est, ou n'est pas 
inférieure à A. Puis, dans le cas oîi le bâtiment s'approche suf- 
fisamment de 0, pour rendre le tir efficace, on peut demander 
quel est le moment précis oîi doit s'ouvrir le feu de la batterie, 
sans qu'il soit nécessaire d'effectuer des tentatives qui, si elles 
étaient vaines, instruiraient, trop tôt, l'ennemi de la position 
qu'il doit conserver et de la distance à laquelle il doit se 
maintenir pour rester hors de la portée de la batterie, 

2° Nous supposerons d'abord que le bàtimeot observé M se 
meut parallèlement à ^ , 

une ligne OZ tracée sur „ _ 'r^^ 

le rivage. ;\ y''/ \ 

Mais on doit se de- 
mander, avant tout, 
comment on pourra véri- 
fier que cette condition 
se trouve réalisée. 

A cet efifet, considé- 
rons le point |i qui cor- 
respond à M, dans la 
transformation homo- 
logique imaginée précé- '^ ' " 

demment. Nous répétons, pour éviter toute confusion, que les 
points M, |i sont en ligne droite avec un point fixe 0', et que 00' 
est, à chaque instant, la bissectrice de M0|*. On sait que, daus 
cotte transformation, à une droite correspond une autre droite; 
c'est un principe que nous avons déjà utilisé. Mais onsaitaussi : 
1° que deux droites correspondantes se coupent toujours sur 
l'axe d'homologie, droite perpendiculaire fi 00', au point 0; 
2° que deux droites correspondantes coupent 00' en deux 
points qui divisent liarmoniquement ce segment. En particu- 
lier, si l'un d'eux est à l'infini, le point correspondant coïn- 
cide avec le milieu de 00'. 

Imaginons donc, pour donner à la solution présente un 
caractère vraiment pratique, un miroir, de dimensions sufil- 
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Rantes.placéenO.dans un plan perpendiculaire àOZ. Un obser- 
vateur cherche à voir, dans ce miroir, le bâtiment observé M; 
soit ;* la position qu'il occupe k cet instant. Un jalon étant 
fixé en 0', milieu de 00', l'observateur en question se déplace 
de façou à ne pas perdre de vue l'image de M. Si la trajectoire, 
ainsi décrite, est une droite passant par 0", c'est que M est 
mobile sur une droite MI parallèle ^ OZ. 
Il nous reste àca)culerladiet8nceOIdupoiiitO,àladroileIkn, 
élevons O'B perpendiculairement à OZ; soit R le point de 
renconlre de O'R avec Oii. Comme nous l'avons déjà observé, 



Ou 



CM OR 



D'ailleurs, les droites OR, OM étant également inclinées 
sur OZ, leurs projections sur des perpendiculaires à OZ sont 
proportionnelles et comme la relation précédente est homo- 
gène, nous avons 



uH MK " 



O'R 



01 O'R |J:H 

Cette égalité permet de ca'culer 01 : immédiatement, ai l'on 
possède une table des inverses; très simplement, dans tous 
les cas. On saura donc si 01 est inférieur à la portée maiima 
des pièces, et si, 
par conséquent, 
on doit faire les 
préparatifs néces- 
saires pour ouvrir 
feu, au moment 
011 M passe en I. 
On observera, 
d'ailleurs, que la 
le de visée 0! 
est perpendi- 
culaire à OZ, et 
'-''O- ^''J- que la longueur de 

la ligne de tir est connue: c'est laquanlilé 01, calculée comme 
il vient d'Atre dit. 
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3° Supposons que la trajectoire suivie par M soit une droite 
quelconque i, reucontrant la ligne 00' on P, point inconnu, 
bien entendu, et que nous pouvons supposer très éloigné de 0. 

L'expérience étant disposée comme nous l'avons indiqué 
tout à l'heure, l'observateur [a, mobile avec M, décnt,sur le 
rivage, une trajecloire rectiligne f^O"; cette droite, comme 
nous l'avons dit, va rencontrer A en un point Q situé sur la 
perpendiculaire élevée, en 0, à 00'. Imaginons la perpen- 
diculaire OH sbaissée de sur A; nous voulons d'abord éva- 
luer OH. 

Le triangle rectangle POQ donne 

ÔH' ~ ÔP^ "^ ÔQ" ' 

La longueur OP se calcule en observant que la ponctuelle 
0, 0', 0", P est harmonique. Donc 

(2) — = — —. 

^ ' OP 00' 00" 

Quanta OQ, les triangles semblablesOQO'.KjiO'prouveutque 

m ûe = %.^. 

Les égalités (1), (2), (3) résolvent la question posée; si la lon- 
gueur OH, calcu- /^ 
lée par ces for- 
mules, est plus 
petite que la por- 
tée maxinia des 
pièces, il sera pos- 
sible, à la bat- 
terie placée en 0, 
de dirigersesfeux 
sur le bâtiment 
observé. Mais il 
resteà déterminer 
le moment oiï le 
feudoits'ouvriret 
celui oîi il doit 
cesser; c'est-à-dire les deux instants où M est, sur sa trajec- 
toire A, à une distance de égale à la portée maximaA. 
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Ayant calculé OP, OQ, comme il a été dit, prenons, aor la 
perpendiculaire élevée, en O^, à 00', une longueur OR 
telle que 



OR ^ 00' 



OP 



La droite OZ, perpendiculaire à ORL, passe par la projection 
de sur PU ; c'est la ligne de tir la plus favorable. 

D'autre part, abaissons O'A perpendiculaire surOR; et, avec 
un cordeau Bxé en 0', bien tendu, et dont la longueur est cal- 
culée par la formule 

O'm = O'm' z=OM^, (OM = h) 

détermiQuu9, sur OR, les points m, m'; la ligne de tir, pour 
l'ouverture du feu, sera paralIMe à O'm; et, pour la cessation 
du feu, parallèle à Cm', 

Cette solution, basée sur la transformation homologique 
et sur les principes cléoientaires des figures semblables, 
est assez compliquée; on en imaginera, sans doute, de plus 
simples. 

113. Les feux orolsâs. — Soient deux batteries instal- 
lées en A, B; on 
veut que leurs 
pièces aillent 
frapper un aligine- 
ment CD de façon 
que les feux se 
croisent toujours 
sur cette droite ; 
pourtant, on sup- 
pose que le point 
qu'il faut atteindre 
n'est visible : ni de 
A, ni de B. La pro- 
priété que nous 
avons établie (Pre- 
mière partie, § 16) peut être utilisée pour résoudre la difficulté 
proposée. 



■\v^. 
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Ayaut tracé A parallèle me al à AB, ou preudi'a, sur les seg- 
ments «Yt *Y* deux points p, f ' tels que 
ap ^ _aY. 
a^' a'/' 
les feux dirigés suivant Ap, Bp' se croiseront sur CD. Pour le 
démontrer, on peut s'appuyer aur la propriété rappelée; ou 
peut aussi raisonner do la manière suivante. 

Les points p, ^' décrivent, sur A, deux divisions homo- 
graphiques; les droites homologues A^, B^' se coupent en 
un point dont le lieu géométrique est une conique. Mais, 
si p s'éloigne à l'infini, p', lui aussi, s'éloigne indéfiniment 
sur A; et les rayons homologues, dans ce cas, coïncident 
avec AB. La droite AB fait donc partie du lieu; par suite, 
celui-ci se compose de AB et d'une autre droite. Mais C et D 
font évidemment partie du lieu; par suite, Ap, Bp' se croisent 
sur CD. 

Dans la pratique, on pourrait partager, au moyen d'un 
cordeau quelconque, les intervalles œy, «V en un même 
nombre de parties égales; en plaidant des piquets aux points 
obtenus, on devra viser, dos points A. B, ceux qui se corres- 
pondent. 

114. Les feux convergents. -— Supposons que, dans 
le voisinage d'un point 0, on veuille disposer des pièces à feu 
dont le tir converge vers un point B, invisible mais que l'on 
sait exister, dans la di- 
rection OX, à une dis- 
tance /, de 0. 

Prenons sur OX un 
pointarbitraire A; puis, 
3urOA,unpointCtelque 



(^) nï^ 



OU OA 




Ou observe que cette 



Fig. X97. 
longueur OC se calcule rapidement en utilisant la table des 
inverses; d'ailleurs, dans le cas actuel, on peut supposer 
qu'on a tout le loisir nécessaire pour faire le calcul fort simple 
qui correspond à cette formule. 
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Cola fait, ou jalonne deux droites A, A' perpendiculaires en 
0, A sur OA. On fixe sur A un jalon en M, point où l'on veut 
inslallor la pièce. Avec la fausse équerre, on relève l'angle 
MCO, et, par un retour d'équorre, on fixe sur A', en M', un 
jalon, de telle sorte que l'angle M'GA = MCO. En visant 
M', le tir do la pièce à feu placée en M sera dirigé vers 
le point invisible. 

En effet, CX étant la bissectrice extérieure de MCM', MM'- 
reucoutre OX en un point B' qui forme avec M, D, M' une 
ponctuelle harmonique; mais, d'autre pari, d'après (1), 0, 
C, Â, B est une ponctuelle harmonique : d'ob l'on conclut 
que B se confond avec B'. 

On peut, ainsi établir, sur les lignes A, A', autant de couples 
tels que M, M' que l'on voudra. 

Si l'on préfère disposer les pièces m éventail, après avoir 
installé, comme le représente la figure 298, une pièce en 
0', avec A' pourpoint de mire, on répétera, (/ig. 298) avec 0' A' 
pour base, la consirucUou précédemment faite avec OA; puis, 
on la reproduira, autant de fois que l'on voudra, en 
O'A', 0'°A"', etc.. On obtiendra 
ainsi, successivement, les lignes OA, 
C'A',..., qui concourent au but invi- 
sible B. 

Quant aux distances OB, O'B,... on 

■ -^ les calcule par les formules : 

1 3 I 

Ôb^ôI~ôg' 

13 I 



Dai.8 la praiique, si les pièces ne sont pas très éloignées 
les unes dos autres, on peut considérer les longueurs OB, 
O'B,.., comme sensiblement égales, et régler les hausses eu 
conséquence. 

Pour indiquer une application de ce problème & l'art de la 
Guerre, on pourrait imaginer que l'ennemi, après avoir été 
attiré en B, serait, à un signal donné, brusquement assailli 
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■jar les projectiles des pièces, celles-ci étant disposée! 
nous l'avons dit. Leur tir serait préparé de façon que les pro- 
jectiles vinssent frapper ue point B, et l'effet produit serait 
d'autant plus efficace qu'il proviendrait do points invisibles 
pour l'ennemi. 

11b. Le tir concentrique. — Nouaavoassupposéquelc 
tir dea pièces, dont les feux convergent vers lo point B, pouvait 
être réglé de façon que les obus t^ 

vinsscût, uniformément, frapper «. , ^ "X /, 

lebutibienquecespiècesfussent /' ; \ ^J ^if^ 

placées à des distances inégales. / ; L.— -^^^^^ 

Le problème actuel peut être """"^fUifSLLîa^' 
envisagé à un autre point de vue. ^'"^tt^ 

Supposons que trois batteries Fig. Sïs. 

soient installées aux poiuts A, B, C. On voiidraittirer, de ces 
points, sur une ville assiégée, à la portée mcmma et de façon 
que le tir soit concentrique; nous entendons, par là, que les 
projectiles doivent tomber au même point. On demande si le 
problème en question est possible, el, dans tous les cas, on 
propose d'installer une série de batteries pouvant, à un signal 
donné, ouvrir, à la portée mazima, un tir concentrique. 

Soient à, B, C les emplacements j ugés favorables à l'établis- 
semeut des trois premières batteries ; il s'agit de déterminer 
d'abord, pour chacune d'elles, la ligne de visée. 

Relevons, avec la fausse équerre, l'angle CAB ; puis, jalon- 
nons aux pointa B,C, les droites bb', ce', telles que 

VBG^= cGB ^ BÀÙ, 
Les lignes de tir sont des droites Bp, Cy perpendiculaires, res- 
pectivement: la première, à bb'; l'autre, k ce'. On détermine, de 
même, en relevant l'angle ACB, la droite aa' et par soite, la per- 
pendiculaire Aa qui représente la ligne de tir, au point A, On voit, 
en effet, que les droites aa', bb', eu' construites comme il vient 
d'être dit, sont les tangentes à la circonférence circonscrite au 
triangle ARC. Les droites Ai,Bj3, Cy, suffisamment prolongées, 
vontdoDCConcourirea un certain pointe, centre de cette cir- 
conférence. 
Pour avoir la longueur commune des droites OÂ, OB, 00, 

G. DE l, ~ GÉOMÉTBIE DK LA RbgLE. 20 
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on peut utiliser la formule connue 

_ AB. BC. C A 
'^ ~ aire ABC 
ÛQ peut aussi observer que le triangle rectangle OAR donne 
I _ I I 

ÔÂ»~ÂHî"'ÂR'' 
Si la longueur OA, ainsi calculée, est égale à la portée 
uiaxima A, des pièces, les batteries occupent l'emplacement 
^ j, qu'elles doivent avoir : et, pour chacune 
..•;,'■ d'elles, la ligna de tir est déterminée. 

Dans le cas contraire, ou déplacera 
celles-ci, dans un sensoudansTautre, de 
quantitéségales.surles lignes de tir, de 
façon que, dans leur nouvelle position, 
Fig. xoB. f.]ies Boientà la distance h du point 0. 

Il nous reste îi dire comment, les trois premièrea batteries 
étant installées pour le tir conceulriquc, on.pourra fixer les 
positions des autres balleriea. 

Avec la fausse équerre, on relève l'angle ABC; puis, on cherche 
dans le voisinage de l'emplacement désigné pour la nouvelle 
batterie, un point D, d'oîi l'on aperçoive BG aoua un angle 
ADB = AGB. On llxe alors, comme il a été dit, la ligne de tir 
qui correspond à ce point D. On obtiendra ainsi, successive- 
ment, autant de points que l'on voudra. 

116. 1.â tir central. — On peut considéier co problème 
comme étant l'iuverse de celui que noua venons d'examiner; 

voici en quoi il consiste. 

Imaginons trois poiuts visibles, mais inaccessibles, A, B, G; 
ou propose d'indiquer la position d'une batterie qui, placée 
ou 0, soit à égale distance de ceux-ci. Déplus, lo point étant 
connu, ou demande d'évaluer cette distance. 

C'est à la transformation par inversion (*) que nous deman- 
derons la réponse à cette question. 

Prenons arbitrairement un point P, comme pôle de la Irans 

(') On u vu précoce wuietit (g Gl] commcul ou coustrutsajt, poiulpnr 
point, l'inverse d'une Rgute donniSe. A ce propos, on a d& remarquer 
avec quelle simpliciU ou peut, sur )c tcrmiu, etl'eclucr ic tracé de 
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formation. Soient A', B', G' les points inverses de A, B, G. 
Les perpendiculaires élevées aux milieux des côtés du tri- 
angle A'B'G' se coupent en 0'; le centre cherché se trouve 
sur PO'. En effet, à la circonférence passant pur A, B,C, corres- 
pond une autre circonfé- 



rence circonscrite à A'B'G'; 
on sait d'ailleurs que les 
centres de deux circonfé- 
rences inverses sont en ligne 
droite avec le point choisi 
pour paie de la transforma- 
tion. 

Pour déterminer complè- 
tement le centre 0, on pour- 
rait prendre un autre pèle P 
et, par sou intermédiaire, 
obtenir une seconde droite 
concourant avec PO', au 
point cherché. Ueta il est 
plus simple d'observer quela 



i 



/ 




Fig. SOI. 



ligne OA est parallèle à la droite C'A" qui joint C au point A", 
symétrique de A', par rapport à H. Onsait, en effet, que si deux 
circonférences sontinverses l'une deTautro, par rapportau pôle 
P, la droite AA' qui joint deux points associés rencontrant la 
circonférence A'B'G' en un point A', les rayons OA, CA" sont 
parallèles. Or, en prenant HA' = A'H, A' représente lo second 
point commun à A'A et à la circonférence A'B'G'. D'après cela, 
après avoir relevé, avec la fjusse équerre, l'angle PO'A", ou 
s'avancera sur PO' jusqu'à co que l'on trouve uu point 0, d'oii le 
segment PAïoit vu sous l'angle PO'A". On pourra répéter cett; 
construction successivemcDtpourles douiautrespointsB,G;on 
obtiendra, de la sorte, une double vérification du premier tracé. 
Enfin, pour avoir OA, on utilisera la formule 



OA 



0'A".PQ 
PO' 



cette figure. Ainsi, bien que le foit puisse paraître singulier au premier 
abord, on obtient plus rapidement la Iransformatiou par inversion des 
espaces inaccessibles, que leur Iranstormalion par bomolbétie. 
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117. Le changement de position. — Une batterie 

ôtaot iostallée en A, oo peut, pour divers motifs, vouloir la 

déplacer; et, daas ce caa, on peut d'abord demander que, 

dans la seconde situatiou, elle conserve sa distance au point 

B, point qui représente le but. 

Ayant jalonné une droite trx' dans la région où doit être 

choisie la uouvolle position de la bal- 

y^L terie, on relève, avec la fausse équerre, 

/ \ l'angle BAa; ; puis, l'on cherche sur 

/ \ kx un point C tel que BCA = BAX; 

/ \ c'est en C qu'on doit installer la batterie. 

' \ Si l'on désire se rapprocher de B, on 

I \ doit prendre position entre A, C ; on se 

- — ^ k- — ^. placera, aucontraire.surCx.ousur Aa;', 

si l'on veut s'éloigner du but. 
'"' ' Supposons, maintenant que, au point 

B, Boil installée une batterie ennemie; il peut arriver que 
celle-ci modifie sou emplacement et vienne en B'; on peut alors 
demander quelle doit étio la nouvelle position A' de la batte- 
rie A, si l'on veut que la distance des batteries soit maintenue. 
Le problème comporte, évidemment, une inSoité de solu- 
tions; mais il faut indiquer par quel procédé on peut eu 
déterminer une. 

Après avoir jalonné un segment AM, porpendiculuire à AB, 
on relève sa longueur, au moyen du cordeau. Ayant alors pris 
un point H, dans la région oîi l'on veut 
installer la batterie, on élève HK, perpen- 
diculairement à HD'; puis, l'on détermine, 
; sor HK, un point K tel que HKB' soit égal 

à AMB; ce dernier angle ayant été relevé 
par une fausse équerre. Si HK est égal à 
AM, H est le point cherché; dans le cas 
contraire, si HK est, par exemple, plus 
Fig. 30:1. petit que AM, on se traosporle dans la 

direction B'K jusqu'à ce qu'où trouve uu point M', tel que 
A'M' = AM. H suffit, à cet effet, do prendre avec le cordeau 
HR = MA; la perpendiculaire élevée en R, à HR, coupe B'K 
au point cherché. 
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Cette construction est basée, comme l'on voit, sur l'égalité 
lie deux triauglea rectangles. Il va, sans dire, qu'elle peut 
èlre réalisée avec des triangles quelconques, en utilisant 
uniquement le cordeau et la fausse équerre. 

Dans le cas oîi le déplacement de B se fait dans la direction 
même de AB, (comme il arrive, lorsqu'une batterie, trop 
vivement pressée par lo feu de l'ennemi, 
veut se dérober à son attaque), la solu^ »»' 

tion précédente se simplifie notablement. /»« 

Ayant tracé un alignement A parallèle à i !\ 

AB, un indicateur se meut sur i, en môme // \ 

temps que se déplace la batterie B et de 
telle sorte que l'angle AMB soit toujours le 
même, dans les diverses positions de la 
batterie ennemie. Le déplacement de la 
batterie A, se fait alors au moyen do l'in- 
dicateur que nous venons d'imaginer; il 
suffit que, dans ce déplacement, l'angle MAB 
reste constant. De la sorte, la batterie A Fiç. aoi. 

conserve, vis-à-vis de l'autre, la distance qui était favorablo 
à son tir. 

118. La portée des pièces ; les essais de poudres. 

— Voici dans quelles conditiousou pcutdéterminar: soit, pour 
une hauteur donnée à la hausse, la portée maxiraa des diffé- 
rentes pièces d'artillerie; soit, avec dos pièces identiques, la 
force d'expansion des diverses poudres de guerre. 

Une pièce à feu étant installée en un point A, au bord do 
la mer, le projectile est lancé, à tir perdu. Au moment oU il 
tombe, on voit se produire, en B, une gerbe d'eau, d'ailleurs 
visible à de grandes distances; il s'agit, alors, de calculer 
la distance AB, Dans la pratique, on utilise les télémètres; 
nous voulons montrer comment on pourrait résoudre le mémo 
problème, par de simples chaînages, 

PnEMiËRB soLtmoN. — Établissons en C, D, deux postes 
d'observation; puis, tra(;ons, au bord de la mer, une ligne 
FQR, jalonnée au moyen de piquets suffisamment rapprochés. 
Deux observateurs, placés en G en D, détermineront, sur A, 



D,a,l,z.dDvG00gIf 



310 CSSAI RUR LA GriOHËTRIE 

les deux jalons P, Q, rospeclivement en ligne droite avec 

le point B, d'une part, et les points G, D, d'autre part. Cela 

posé, voici comment on peut 

calculer la longueur AB que 

nous désignerons para;. 

Le théorème de Stewart, 
appliqué au triangle ABD, 
donne 

ÂD'.BQ + «».DQ = AQ'{DQ 
+ BQ) + DQ.QB.DB, 

(1) jÂQ» + BQ')DQ 
+BQ[AQ'-ÂD'+DQ')=1)Q«>. 

De même, 

(2) (AÛ* + BP')CP 
+ BP(ÂÏ* - le* 

+ OP') = G?x'. 
Pifj, SOS. D'autrepart, le triangle BCD 

ellatransversalePQB donnent 
(3) BP.DQ.RG = CP.BQ.RD. 

Les égalités (1), (2) et (3) déterminent BP, BQ et x. Pour 
dégager l'inconnue principale, la quantité x, on devrait 
éliminer les inconnues auxiliaires 
,mH que nous avons introduites ; BP 
,.'/ et BQ. Cette élimination n'offre 

^■'' / aucune difficulté ; elle conduit à 

/ une équation bicarrée en x. Mais 

la complication même de ce résul- 
tat, dans un problème qui est du pre- 
mier degré, nous avertit que la mar- 
che suivie est susceptible de simpli- 
fication notables. C'est ce qu'il est 
aisé de vérifier. 

Observons, d'abord, que rien ne 

s'oppose à ce que la droite PQ, qui est 

arbitrairement choisie, soit tracée parallèlement à CD, Le 
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quadrilatère PQCD (fig. 304) étant un trapèze, on a 
GP.PQ 



BP = 



PQ 



CD - PQ 
DQ.PQ 



' eu - PO 

Noua pourrons donc calculer, directement, ou utilisant ces 
formules, les incooDues auxiliaires. Les longueurs BP, BQ 
une fois déterminées, la distance x s'obtient par la formule 
(I), ou par la formule(2), indifTéremment, On a môme, de la 
sorte, une Térificatiou des calculs précédents. 

Malgré cette remarque, la solution précédente reste compli- 
quée; colloque nousallousdévelopper maintenant est sensible- 
ment plus pratiqua; nous allons trouver, enl'exposant, unenou- 
velle et intéressante application de la tranformation homo- 
logique. 

Secondt: solution. — Soit As la ligne de tir; jalonnons sur 
le rivage une droils Ai/ et, sur ky, dans la région DD', favorable 
aux observations, plaçons des 
piquets équidistauls. Nous sup- 
poserons d'ailleurs qu'ils se dis- 
tinguent facilement les uns des 
autres, par les signaux différents 
dont ils sont munis. 

Sur uno droite kx, telle que 
xkjf — t/Aa, installons, e 
poste d'observation. Le projectile 
lancé de A tombe dans la mer et 
comme nous l'avons déjà dit, 
soulevé, dans sa chute, au point 
B, une gerbe d'eau, visible pen- 
dant quelques secondes. L'ob- 
servateur, placé en A, vérifie quel 
est le poteau I) i|ui est situé s 
perpendiculaire DH, on calcule AB par la formule précédem- 
ment démontrée (§ 111). 




■f m-A 

HX----X--— -ÎB , 



r CB. En élevant, ( 



(1) 



AB AH 



AU 
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Mais on simplifiera le calcul, en opérant comme nous allons 
l'indiquer. 

Plaçons sur Ax, en G', un second poste d'observation. Soit 
D' te poteau qui se trouva sur C'B; nous avons encore 

*^^ ÂB~ÂH'~Âi7' 

Des égalités (1) et {2), on déduit 

AB '*'ÂC _ AH' _ AD' 
j_ _i_~ AH ~ ad" 
AB "^ AC 
On tire, de là, la formule que nous avions en vue : 

On peut alors, «ans avoir à effectuer aucun tracé, calculer la 
portée des pièces; les coups se succédant à intervalles aussi 
rapprochés que l'on voudra. 11 est facile d'en voirla raison, 

A chaque coup de feu, les opérateurs C, C, prennent note 

du poteau qu'ils ont observé et qui correspond à la gerbe 

d'eau provoquée par la chute du projectile. Les expériences 

terminées, ils rapprochent leurs observations; puis, en opérant 

séparément, pour avoir une vérification des calculs, ils déter- 

tt. minent la longueur AB, par la formule (3). 

j.-"' // Bien entendu, les longueurs AC.AC ont été 

} i \ mesurées, une fois pour toutes, avec le plus 

I'. / grand soin; de plus, on connaît les dis - 

i \ / ; tances, au point A, des différents poteaux 

■ \ j ! placés sur Ay, 

119. L'ouverture de la parallèle. — 

Supposons que AB représcute un côté d'une 
enceinte fortifiée; par un point donné M, on 
propose dû tracer une tranchée parallèle a AB. 
Ce problème nous a déjà occupé (chapitre VI, 
§§60 à 67), mais nous y revenons, une fois 
Fig. S08. encore, pour indiquer une solution d'uncarac- 

tère plus pratique, en supposant, c'est le cas que nous voulons 
examiner, que la longueur AB est, relativement, assez faible. 
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Imaginpna que, dana l'espace acceasible, on prenne, arbi- 
trairement, sur les prolongements des droites AM, BM, deux 
points G, D. De ces points, visons, successivement, B, A; puis 
traçons CP et DQ, reapecLivemenl parallèles aux lignes DB, 
CÂ; la droite PQ, ainsi obtenue, est parallèle à ÂB {*). Il 
suffit alors, de mener, par M, une parallèle à PQ; ce tracé 
n'offre plus aucune difficulté puisque PQ est situé dans la 
région accessible. 

On doit observer que la droite PQ sera, dans tous les cas, 
aussi rapprochée que l'on voudra du point M; il suffit de choisir, 
les postes d'observation C, D, dans le voisinage de ce point. 



CHAPITRE SI 

LE POINT INACCESSIBLE DANS l'eSPACE 

Lorsque le point inaccessible A est situé dans l'espace, on 
peut se proposer de déLcrminer diverses longueurs se ratta- 
chant à ce point. Par exemple, sa hauteur au-dessus du plan 
de l'horizon, ou, encore sa distance à la terre. Lorsqu'ils sont 
mobiles; on peut demander leur vitesse moyenne, etc. 

Il convient d'obserecr que, au poini de vue pratique, le 
problème actuel soulève des difficultés de différents genres 
suivant la nature du point inaccessible considéré. En effet; 
tantôt, ce point est le sommet d'une tour ou le point culmi- 
nant d'une montagne; tantôt, il représente un ballon fixe et, 
tantôt, un ballon mobile; dans d'autres circonstances, un nuage, 
une étoile filante ou nn bolide, etc. Do là résulte la nécessité 
de solutions variées, appropriées à ces différents cas; nous 
allons, dans ce chapitre, exposer quelques-unes d'entre elles. 

(*) Celte propriété élémentaire est connue (V. l'iùdncalional Times 
question S6S1. Cette question est résolue dans le numéro d'octobre 18S8 
de cette publication). Elle se démontre, bien simplement, en observant 
que 1ns Irianglcs semblables de ta figure considërde donnent 

MC~MB' ^ MB ""MA* 
^, , „ .. MP MA 

d'oui on t.re mq = ÛB- 
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120. La hauteur de la tour, — Ayant fixé, en PQ, 
verticalement, une mire d'une hauteur connue h, l'observa- 
teur se place en de façon que, en visant l'extréniité de la 
mire, il perroi re le point S, sommet de la toar. 

Mais il_ y a lieu do distinguer deux cas, suivant que le pied 
de le tour est inaccessible ou ne l'est pas. 

1" Dans la première hypothèse, on relfcvc les longueurs O'P, 
O'A et, après avoir posé 00' = h', SH = x, on a 
X- h' _ O'A + r 
~r^' ~ O'P 
Celle équation, dans laquelle rdésigne le rayon de la tour, 
' '^ permet de calculorlahauleur 

inconnue x. Il est vrai qu'il 
_..-■■.• faut connaîlre le rayon r ; 

_.,-■''',.•■' mais, nous indiquerons tout 

Î ,,-■"' ,-;'' à l'heure différents procédés 

,.■■■[ pour le déterminer, soit dans 

*■ p le cas où le pied de la tour 

\ esl accessible, soit dans l'au- 

'"' , ■ (re liypolhèsc. 

'"■ " ■ D'ailleurs, dans les solu- 

tions que nous allons inainlenanl exposer, la connaissance de 
»■ est inutile. Ou doit ajouter que l'on peut éviter celte diffi- 
culté, relative à la délermination de r, en visant (comme le 
représente îa ligure 310) un point H do la circonférence supé- 
rieure delà tour. 

2" Supposons maintenant que le pied de la tour soit inac- 
cessible. 

L'observateur se transporte en P; puis, un aide déplace 
la mire cl la fixe en P'Q' de façon que son extrémité Q' 
vienne, do nouveau, so placer surla ligne RS qui va de l'œil do 
l'observateur, dans sa nouvelle position, au sommet do la tour. 
Les triangles semblables : RQ'T, RSH', d'une part; OQR, 
OSH', d'autre part; donnent 



d'oh 



RH' _ OH' 

A - A' ~ RT ~ OR ' 
■J^ _ OR _ OT 
. h' "^ OR- RT"^ O'P- PP'' 
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C'esl l'égalitô qu'on doil employer pour calculer x; on 
observera qu'oDe présente, sur la précédente, l'avantage de ne 
pas renfermer rexpreasioa du rayon de la tour. 

121. La mâthode du miroir. — Â.u premier livre de 
la Géométrie pratique du R, P. Millet Dechalea, ouvrage 
que nous avons déjà cité (§ 18, note), on trouve l'cxpo- 
eilioD, devenue classique, d'une méthode 
intitulée modvs metiendi lineaa per capot- 
trioam, permettant d'évaluer la hau- 
teur d'une tour dont le pied est accessible. 

A une distance a du pied de la tour, 
on dispose, sur le sol, un miroir Â ; l'ob- '■'} \ P 

servaleur ae place alors en BC, de façon j!j p ';,_,/ \ 
que l'œil aperçoive, dans le miroir, '"X 

l'image du sommet H de la tour. *'^- ■''*. 

Les triangles semblablesHA.D,BÂGdonneDt, en posantHD^o: 
BC 

123. Le rayon de la tour. — l" Supposons que lo pied 
de la tour soit accessible. 

On jalonne trois alignements tangents à la tour, BC, CA, 
AB; on peut ensuite mesurer ^ 

les distances a, 6,0; puis appli- 
quer la formule connue 



'-^ 



■a)(p-b)(p-c) 



(A)r: 

Pans le cas oU le triangle 
ABC, dont il vient d'être ques- 
tion, est rectangle en Â, la 
formule précédente so sim- 
plilîe et l'on a 




yuj- ■"'■ 



D'ailleurs, les longueurs AA' = A.A.' représentent le rayon 
cherché. Pourtant, celte dernière méthode, malgré sa simplicité 
apparente, ne détermine pas bien le rayon cherché, parce que 
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l6SpoiutsdecoQtactÂ',A''Qe sont pas connus avec une préci- 
sioD suffisante. Maie, voici un procédé qui nous parait avan- 
tageux. 
Ayant mené, à la tour, dans le plan horizontal: des tangentes 
parallèles A, A', la distance CD de 
ces droites représente le diamètre 
de la lour. La seule difflcnlté est 
de trouver deux points A, B dia- 
métralement opposés. A cet effet, 
on entoure la base de la tour d'un 
cordeau qu'on replie ensuite sur 
lui-même de façon à la partager 
en deux parties égales; en fixant 
de nouveau la partie obtenue de 
telle sorte qu'elle s'applique exac- 
tement sur la circonférence debase 
de la leur, les extrémités obtenues représentent deux pointa 
diamétralement opposés (*). 

On pourrait aussi jalonner une droite PQ tangente à la base 
de la tour et observer que le r ayon d e celle-ci est, par une 
propriété bien connue, égal à v^AP.BlJ. Les solutions du pro- 
blème actuel sont très nombreuses (**); mais celles que nous 
venons d'indiquer, sont, croyons-nous, les plus simples. 
2" Supposons quclo pied de la tour soit inaccessible (**♦). 
Après avoir fixé trois jalons, A, B, C, de telle sorte que les 
lignes de visée BC, CA, AB soient tangentes à la base de la 

(') Ce procédé (rort ycu malhémalique, procédd d'ouvripr si l'on Teul} 
serait particulièrement pratique pour culcutor lo diamètre d'un bassin, 
parce que, après avoir délermioé les points A, B diamétralement opposés, 
ou pourra tendre un cordeau divise de A en B, par dessus le bassin; la 
longueur do ce cordeau lait alors connaître le diamètre cherché. 

(") On peut, par cremple, Jalonoer, comme l'indique la fig. SU, les 
droites BD, CD parallèles, respectivement, àCA,IiA; puis mesurer les hau- 
leurs A, h', K" du triangle BDC ; le rayon i- est donuiS par l'égalité 



Ce procédé exige plusieurs jalonnements, mais il deviendrait a 
commode, si l'on faisait usage de la table des inverses. 

(•••) Noua examinons plus loin le cas où le pied est, tout a la fois, ii 
cessible et invisible. 
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tour, OD mèao par les points A, 6, G des parallèles aux ligues 
BC, CA, AB. 

Oq détermine aiusi ua triangle A'fi'C dont les côtés peuvent 
être mesurés, sans qu'il soit nécessaire de pénétrer dans la 
région qui est voisine de la tour; le rayon du cercle inscrit à 
A'Ë'C peut être calculé par diverses méthodes et, notamment, 
au moj!£n de la formule (A); il est égal au diamètre de la 
tour. 

Si l'on s'accorde l'usage de l'équerre ordinaire, on pourra 
jalonner, dans la partie accessible, deux droites parallèles, 
tangentes à la base de la tour; la distance de ces deux paral- 
lèles représente le diamètre de celle-ci. 

123. Le rayon de la tour. (Première solution générale) . 
— Nous exposerons mainteuant doux constructions assurément 
plus compliquées, mais qu'on utiliserait dans certains cas, si, 
pour diverses raisons, celles que 
nous venons d'indiquer étaientjugées 
impraticables; par exemple, si la vue, 
gênée par des obstacles, ne permet- 
tait de viser qu'une partie de la tour. 

D'un point A, pris dans la région 
d'oii l'on apergoit la base de l'édifice, 
on trace deux lignes de visée AP, 
AQ; et, paf un point B, pris sur AP, 
on trace une ligne BR tangente à la 
base de la tour. Soit C le centre du 
cercle inscrit à ABR; abaissons CH 
perpendiculaire sur AP et, avec la 
fausse équerre, menons par B, une 
droite BK telle que KBA -it- BGà fis- sia. 

— ACD; BK rencontre CH en u> ; uiH est le rayon cherché. 

Pour le démontrer, observons que le cercle inscrit £i RBA 
. touche BR en un point S', isolomique de S sur BR. De plus 
BH = ES'; par suite, BH = RS. 

D'autre part 
SRO = -SRQ = - ABR -i- - =BAR=ABC -i- BÂC= ACD=HB<û. 
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Les triauglsB rectangles OÂS, uBH sont donc égaux; ainsi 
o)H = OS. 

Rbharqiib. — La méthode précédente s'appliquerait encore 
dans lecasoU la base de la tour serait complètement invisible; 
80ît que des obstacles placés entre celle-ci et l'observateur 
la cachent eomplbtement à ses yeux, soit que des bâtiments 
enveloppant cette base de tous cOtés, ne permettent de voir 
que la partie supérieure de l'édifice. 

Dans ce cas, ou fait usage de piquets suffisamment élevés 
pour établir une ligne de visée tangente à la tour; la projec- 
tion de cette ligne sur le plan horizontal, projection obtenue 
en jalonnant la ligne qui va de Tœil de l'observateur au piquet 
considéré, est tangente à la base invisible do la tour. On est 
ainsi ramené au cas précédemment traité et nous pouvons, 
pour ces raisons, considérer comme résolu le problème qui se 
propose la détermination du rayon d'une tour dont la base est, 
tout à la fois, inaccessible et invisible; la partie supérieuro 
étant seule visible, et, même, par un côté seulement. 

Nous ferons encore observer que les constructions indiquées 
au paragraphe précédent peuvent toujours être effectuées, en 
restant aussi éloigné de l'édifice que l'on voudra; il suffit de 
prendre B suffisamment voisin de A, pour que les tracés néces- 
saires puisscntètre exécutés dans lapartiedu terrain accessible 
à l'observateur. Uette remarque s'applique aux constructions 
que nous indiquons dans le paragraphe suivant. 

124. Le rayon de la tour (Dequëmb et troisièhb solv- 
TioNs flÉNËHALEs). — PréseutOQS enfin, avant de quitter ce sujet, 
deux autres solutious assez simples, surtout si l'on dispose 
d'une table des inverses. 

1° Considcrous, comme tout à l'hcuro, les deux tangeutes 
AP, AS, issues de A, et la tangente BR partant d'un point B, 
pris sur AP, On peut considérer la circonférence de base de la 
tour comme étant un cercle exinscrit au triangle RA6. Soient 
AO, BF, RU les trois hauteurs de ABR ; en désignont par r le 
ra^oii de base do la tour, on a 

r"^ RU'**ÂG ~ UF* 
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Dans cette formule RU eat une quantité inconnue : mais eu 
traçant BI, AJ perpendiculaireraenl à AB, ou a (Première par- 
tie § 14) 

Bï"^ RÛ "^ ÂJ' 




r bl AG AJ BF 
2" Preuons aur la capitale de la tour, c'est-à-dire sm 




Fig. 3IS. 

droite qui va de l'œil do l'observaleur au contre de celle-ci, 

deux positions A, B; soit AD l'une dos laugcutcs issues do A; 

BC, l'une do celles qui partent do B. Si l'on abaisse AT, BS 

perpeudiculairos sur BG, AD, on a 

1 t I 

ï ^ lis ~ Âï" 

En effet, soient BIj AK perpendiculaires à AB. Les triangles 

semblables t OUB, ABK, d'une part; AOD, AOI, d'autre pari; 
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donnent 




as OB BI OB + BA 
AK BK'a: AI ' 


d'où 






(1) 




4;-ii)-B. 


Mais on 


a 






BI.BA= AI.BS, BK.AT = AB.AK 


D'aprèe 


cela, 


l'esalM (1) doYioat 
/BA AB^ 


d'oU 




1 I I 

a: ~ BS AT " 



125. Remarque. — Si l'on voulait calculer la distance à 
laquelle on se trouve de la tour, on pourrait observer que MO 
est la bissectrice de l'angle CMD. On a donc 

OB _ MB 

OA "" ma'' 
et comme OA - OB =AB, 

on peut calculer OA, ou OB, comme on voudra. En rôtran- 
chant, de la longueur trouvée pour OA, le rayon de la tour 
on obtiendra la distance inconnue AH. 



126. La hauteur du mât. -- On suppose un mât BO, 



placé 



ii-dessus d'une tour AB; on propose d 
gueur de BG. 




I trouver la ton- 



On saitcomment on résout ordi- 
nairement ce problème, en consi- 
dérant BC comme la différencedes 
hauteurs AC.AB. Mais ce procédé 
estlong: iinousparaUplus simple 
de traiter directementla question, 
comme nous alloos l'indiquer. 

Entre un point 0, arbitraire- 
menl choisi, et la tour, d 
dont la partie mobile poissu être placée, i 



Fig. SIB. 



. , succeasive- 
ment de façon à masquer les pointsB,G à l'œil de l'observateur, 
é en ; puis, rclovons les hauteurs : PQ ^ A, PR = A'! 
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Ayant posé 

BC = X, AP = y, OP = d, 
on a 

Eu répélant, dans une secondo station, les opérations pré- 
ccdeutcs, on aura, do même, 

^^' H' - H - D 

Los égalités (l) et (2), donnent 

Cette formule permet de calculer a:; it faut seulement sup- 
poser d — D 7^ o ; or, pour que cetle condition soit vérifiée, il 
suffit de se placer à des distances inégales du pied de ta tour, 

127. Les problèmes de la tour dont le pied est 
invisible. — La solution précédente mérite d'être remarquée 
pour les conséquences qu'elle comporte. On voit que les éga- 
lités (I), (2), permettent aussi de calculer y, c'est-à-dire la 
dîslance de l'observateur au pied delà tour. De plus, commeon a 
X _ AB 

on peut trouver AB, après avoir calculé x. D'après cette 
remarque on résout donc tous les problèmes delà tour, dont 
le pied est non seulement inaccessible, mais même invisible; 
circonstance qui se présente lorsque sa base est masquée par 
des bâtiments qui l'entourent de tous côtés. 

Pour Iraiter complètement lepro- 
blème qui nous occupe, il nous reste 
pourtant, en nous plaçant encore 
dans le cas particulier que nous exa- 
minons ici, à déterminer le rayon de 
la tour. 

Acetellet, on distingue surlacii^ 
conférence supérieure trois points 
I, J, K. Une mire, de longueur " j.-; 31;, 

h, étant placée successivement 
on A', r, B', J', de façon que les droites II', JJ' viennent 

G, DB L. — GÉOHBTIllB DE LÀ RÈGLE. 31 
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passer par l'œii de robservateur, on relève la longueur 

PQ = l'y. 

On a, d'ailleurs, 

jj _ 01 _ OP 
rj' ^Or ^OA* 

OP est une longueur connue, OÂ ee calcule comme uoua 
l'avons vu ; par suite, IJ peut être déterminé. En opérant de 
même pour les cordes IK, JK, on aura finalement les trois 
côtés d'un triangle inscrit à la circonférence qui forme la 
crête de la tour; et, par suite, son rayon. 

Mais, il est presque inutile de le faire observer, nous indi- 
quons nue pareille solution, surtout à titre de curiosité, pour 
montrer commant la géométrie que nous avons développée 
dans cet ouvrage répondrait aux di£QcuUéa qu'on pourrait 
lui soumettre. Cette remarque est applicable, notamment à 
la solution présentée au paragraphe suivant. 

128. La tour rectangulaire. — Dans le cas ou la tour 
inaccessible considérée affecte la forme d'un donjon rectan- 
gulaire; ou encore, dans le cas d'un 
bâtiment à faces perpendiculaires 
deux à deux ; on peut demander les 
longueurs des côtés du rectangle 
formant la base de ce donjon, ou 
de ce bâtiment, quel qu'il soit. 

Soient A, B, C les pieds des trois 
arêtes que l'on aperçoit. Perpendi- 
culairement à une direction arbi- 
A traire AA', traçons une droite A et, 
Fig.SiS. au moyen de l'équerre ordinaire, 

déterminons lespointsB', G' projections des points B, G, sur A. 
£n posant: 

BA - a:, BG = y, A'B' ^ h, B'C = h' 
on voit, sans peine, que l'on a 

A' A'* 

(1) + = I . 

En traçant, par rapport à une autre direction, une droite 
telle que A, on obtiendra une seconde équation du même 
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genre que (1), En résolvant ces deux équations par rapport à 
— t — t on pourra finalement calculer les inconnues x, v. 

129. — Détermination des hauteurs; solution 

générale. — Avant d'aller plus loin, dans ce sujet, nous 
voulons indiquer ici une solution qui nous parait, également 
bien, applicable aux grandes ou aux petites hauteurs et que 
nous appellerons la solution générale. Pour la rendre pratique, 
dans les difTérents cas qui pourraient se présenter, il faudrait 
seulement modifier la base d'opérations, en prenant celle-c 
d'autant plus grande que la hauteur observée serait elle-même 
plus considérable. 

Soit I le point considéré dans l'espace. Ayant pris une cer- 
taine base 00' sur la 
trace horizontale (*) du 
plan vertical renfer - 
mantOI, on relève avec 
la fausse équerre, si 
l'on n'a pas d'instru ment 
plus parfait, les angles 
100', lO'O et l'on trace, 
sur le plan horizontal, 
des droites i. A' faisant 
avec 00', respective- 
ment, les angles qui ont 
été observés. Traçons 
alors OS, bissectrice de 
O'Oi ; puis SR parallèle 
à A. Une propriété 
connue (•*) donne ''•i'' *'"■ 

Ôï'" 0R~ÔÔ^' 
Cette formule est remarquable, car elle permet de connaître 

(') CellG trace s'oblicnt, comme on sait, en plaçant nnc longue mire 
AB, comme l'indique la figura ; dos j&lons sont placés : l'un en \ l'autre 
en 0', sur le prolongement de OA. 

(") Soit AS k bissectrice de BAC; ayant mené SD parallèle i. AB; 
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a distance à laquelle on se trouve du point 



très rapidement 1< 
inaccessible considéré. 

Si l'on veut, particulièrement, déterminer la hauteur IH, 
on utilisera, après avoir calculé 01, la formule 

IH = AB.-- __ ^- 
VOA* + AB^ 



130. La hauteur de la montagne. — Soit S le som- 
met de la montagne. Deux mires verticales, de mémo hauteur, 

^ sont situées eu 

AB.A'B'. L'obser- 
vateur vient suc- 
cessivement se 
placer en 0, puis 
en 0', do façon 
que les lignes de 
visée OB, O'B 
passent par le 
points. 

On observera 




Fig. 321. 



d'abord que les droites 00', AA' sont parallèles. Eu effet, i 
(0 la projection de S sur le plan de l'horizon {*); on a 

s<„_q<o _Sû^ o'tù 

*** ÏB^^OA' A'B' ~ O'A'' 

Comme on suppose AB — A'B', on a donc 

OOJ O'OJ 

OA ~ O'A' ' 
Ainsi, les droites AA', 00' sont parallèles. 



lit 



puisSE, parallèle àAC; les triangles semblables 
SDC, BES, donnent 

SD _ AG — SE 
AB — SD — SE 
En observant que SD = SE, il vient 



Fig. SiO. SU AB AG 

(*) Les points 0, 0' sont sufilsammcDt rapprochas, dans les opérations 
de ce genre, pour qu'on puisse, sans erreur appréciable, les considérer 
comme situés dans un mSme plan horizontal. 
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Plaçons eu M un jalon, en ligne droite avec OA', d'une part, 

et avec O'A, d'autre part; puis, par M, traçoos MN parallèle à 

00'. La ponctuelle 0, N, A, m esl harmonique, et l'on peutécrire 

N0_ ^_ mO 

NA ~" wA ^ 0.0 - OA' 

„ OA - NO 



NO - NA 
D'après cela, l'égalité (1) devient 



NO-NA 

Cette égalité permet de calculer Sm, et l'on voit que tout le 
ti-avail se trouve réduit à quelques jalonnements bien simples 
ot à la mesure des segments NO, NA; la hauteur AB étant 
connue une fois pour toutes. Il faut noter avec soin que, dans 
la formule précédente, AB ne désigne pas la longueur totale 
delà mire: il faut, de celle-ci, retrancher la hauleurAdel'œii 
de l'observateur au-dessus de l'horizon. Au contraire, on doit 
ajouter A à la hauteur de la montagne; mais cette dernière 
correction est insignifiaote. 

Si les piquets eraplajés AB, A'B' ne sont pas de même 
longueur, la construction précédente et la formule trouvée 
s'appliquent encore, avec la modification suivante. 

Dans ce cas, AA', 00' ne sont plus parallèles et l'on doit 
remplacer MN par une droite allant de M au point de concours 
de AA' avec 00'. Il peut arriver, si les hauteurs AB, A'B' 
diflêrent peu, que ce point de concours soit trop éloigné pour 
pouvoir être déterminé: alors, on utilisera l'une des consLruc- 
tions que nous avons précédemment indiquées (seconde pavHe, 
% 35) lorsque nous nous sommes occupé du problème des 
percées concourantes. 

131. Le problème du tiuinel. — Le problème du tun- 
nel peut se poser dans les termes suivants- 
Deux points donnés U, V, étant séparés par une chaîne de 
montagnes (*), on propose de déterminer : 1" aux points U, V, 

(') Pour augmenter la difficulté du problème, on doit mSme supposer 
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la direction de U V; 2° la longueur de UV. En d'autres termes, 
on veut tracer, dans chacune des régions, la direction du 
lUDue) qui doit traverser la montagne qui les sépare; on veut 
aussi connaître la longueur de ce tunnel. Uu problème de 
cette nature nous a précédemment occupé (Seconde partie, 



ê- 




Fig. m. 
chap. III); mais les solutions que nous avons indiquées pour le 
problème de l'obstacle ne conviennent pas au cas présent. 
Voici comment on peut le traiter. 

Les observateurs placés en U ot V, tout en effectuant sépa- 
rément leurs observations, conviennent de relever la hauteur 
apparente du sommet S et de l'étoile polaire; ils connaissent 
donc les angles SUX — a, SVY — p ; ainsi que la hautcui 
zénithale ZtJX = Z'VY — y de l'étoile polaire. De plus, deux 
grandes mires verticales AB, A,'B', permettent de jalonner les 
droites UA. VA', qui aboutissent au point invisible <o, projec- 
tion du sommet S sur le plan de l'horizon; plan que nous 
supposons, d'ailleurs, commun aux deux observateurs U, V. 

Imaginons, par le point S, une droite parallèle à la direction 
commune des droites UX, UY; soit Ile point ob elle rencontre 
l'horizon commua des points U, V. Considérocs le tribdrc 
S, U(oI. Nous connaissons les trois faces de ce trièdre; savoir: 
IS<o = Y, TJSI = a, USio = 90» - SUA. L'angle inconnu Uul 
est donc l'angle a, réduit à l'horizon. Les formules de la tri- 
que ces montagnes sont inaccessibles, et que les points U, V,dont il est 
ici question, ne sont pas risibles, à la fait, pour ua même obsorvateur. 
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gonométrie sphérique permettent de calculer Uoil ; nous sup- 
poserons, 8ans entrer autrement dans ce détail, ce calcul fiffec- 
tué. L'observateur, placé en V, calculera, de même, l'angie 
Vwl; les deux résultats réunis feront connaître l'angle UtoV. 
Quant aux longueurs Uo>, Vm, elles sont faciles à calculer. 
En eiTct, on connaît la hauteur de la montagne, et l'on a 
TT G UA ^ „ VA' 

En résumé, dans le triangle UcoV, on connaît deux côtés et 
l'angle compris; on pourra donc déterminer les aQe;Ies mUV, 
luVU; puis, la longueur du côté UV. 

Bienontendu,pourlacommodité des observations, on placera 
les postes d'observation U,V à une certaine distance du 
pied de la montagne. Après avoir calculé UV, pour obtenir 
la longueur du tunnel, on retranchera, do UV, les distances 
UU', W, lesquelles sont mesurées direclement. 

La percée d'un tunnel, sous un fleuve, n'offre aucune diffi- 
cullc, du moins au point de vue de la géométrie pratique. 
Daus ce cas, en effet, les extrémités U,V du tunnel sont des 
points visibles; la direction de UV est donc connue. Pourtant, 
si les points U, V se trouvaient séparés par un certain obsta- 
cle, on utiliserait quelques-unes des constructions que nous 
avons indiquées au chapitre III. 

Enfin (*), si les points extrCmes du tunnel sont séparés par 
une distance telle que de l'un d'eux, on ne puisse apercevoir 
l'autre, ce cas soulfeve des difficultés particulières qu'on ne 
peut résoudre sans avoir recours à des procédés de triangu- 
lation géoJésique qui n'appartiennent plus au domaine de la 
Géométrie de la règle et de l'équerre. 

132. La hauteur du ballon. — Nous abordons mainte- 
nant la détermination de la hauteur d'un ballon au-dessus du 
plan de l'horizon correspondant à l'œil do l'observateur. On 
observera à ce propos que cette distance ne doit pas être con- 
fondue, en général, avec la hauteur du ballon au-dessus de la 
terre. Nous montrerons tout à l'heure, calculant de la hau- 
teur des nuages, comment on détermine celle-ci. 

(•) S'il s'agissait du tunnel bous la Manche, par exemple. 
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Deux obBervaLeurs placés en A, B, visent, au même instanl. 

un ballon p ; Ap passe par l'extrémité C d'une mire CM, dont 
la hauteur h est connue ; l'oh- 
yJ* servaleur placé eu B déter- 
/?. mine Kimplemenl la projec- 
tion Bu) sur le plan de l'ho- 
rizon, delà ligne de visée BD. 
D'après ces observa tiens on de- 
mandela longueur de fw = x. 
Traçons PQ, parallèle à Btu; 
soitllcmilieu de PQ. La droite 
BI rencontre AM en R; la ponc- 
tuelle (A,R,M.io) est, d'après 
cela, harmonique. On a donc 
RA _ wA _ «A 
RM ^^" <oA - AM ' 
RM AM 

°" RÂ ^ ' - â:: 

CM /( 

Fig.sss. ' ' ~~^^ ' ~x' 

La hauteur inconnue x est donc donnée par la formule 

133. Le problème du ballon captif. — De nombreux 
problèmes se rattachent à la considération du ballon, envi- 
sagé, suivant les cas, comme un point fixe ou mobile de 
l'espace. Ily a là, pour les problèmes qui touchent à l'art 
militaire, un élômeut nouveau, appelé peut-être à jouer un 
rûic important daus les guerres futures. 

Imaginons que, dans une ville assiégée, on exécute, eu 
ballon captif, des ascensions ajaut pour but d'observer les 
positions de l'ennemi. Celui-ci aurait évidemment intérêt à 
déterminer le point invisible to on est fixé le ballon observa- 
teur; ainsi que la distance Au qui le sépare de ce point. 

Les lignes AM, BM', dont nous avons parlé au paragraphe 
précédent, vont se couper au point inconnu ; mais il reste à 
calculer Aui. 
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À cet effet, laponctuelle(Â,R, M,u)) étant harmonique, od a 
13 1 

Â^ ^ÂM ~ ÂR' 
Cette formule permet de calculer la dislaace demandée Âui. 

134. La vitesse du ballon. — On suppose qu'un ballon 

ait été observé dans deus positions p, p'; on a pu déterminer' 
pour ces deux positions, les hauteurs qb 

H, H' du ballon au-dessus de l'hori- 7 ÇP' 

zon, ainsi que les distances Om, 0<o' / j x''; 

qui séparent l'œil de l'observateur des / î ,-' ( 

points û), lo' projections des points p. / /: \ ^_^' 

^', sur le plan do l'horizon. / --',--'""'""'' 

On a p^* = (H - H')> + W\ Ù>^'"'' 

D'autre part, dans le triangle Ou«d', o^' 
on connaît les côtés Ou, 0<d', ainsi que ^•9- *^^' 

l'angleioGu»'; par suite, on pourra déterminer oui'. La formule 
précédente permettra donc de calculer p^ . En divisant le 
nombreobtenu, parlelempsQ qui marque l'intervalle des deux 
observations, on obtiendra la vitesse cherchée. 

Cettesolutionprésento certainement des difBcul tés pratiques 
D'ailleurs, on peut observer que le problème en question ne 
présente d'intérêt véritable que pour les ballons dirigeables; 
notamment, si l'on veutcomparer les vitesses qui correspondent, 
avec un ballon donné, aux diverses machines qu'il est possible 
de lui adapter. Duns ce cas, on peut obtenir, pour le ballon 
considéré, une hauteur constante au-dessus de Ihorizon ainsi 
qu'une trajectoire sensiblement rectiligne, entre deux ver- 
ticales aboutissant à deux postes déterminés. L'estimation 
do la vilesse se fait alors directement, en divisant la distance 
qui sépare les doux points d'observation, par le temps de ia 
durée de l'expéricuce. Mais, quoi qu'il eu soit, ce que nous avons 
dit plus haut permet de résoudre le problème de la vitesse 
du ballon, dans le cas le plus général. 

135. La hauteur du nuage. — Millet Dechales, dans 
l'ouvrage que nous avons cité à plusieura reprises, abordant 
le problème de la hauteur des nuages dit n Ma diffloullas quœ 
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in hoc negotio occurrit ex nvbium conlinuo motu orilur », 
Cette difficulté, dont parie Millet Dechales, qui tient h la 
mobilité incessante du point observé, nous l'avons déjà ren- 
contrée quand nous nous sommes occupé, tout à l'heure, de !a 
détermination de la hauteur du ballon; et nous l'avons trouvée 
par le moyen de deux observations simultanées. Nous pré- 
sentons, plus loin, plusieurs développements qui viennent se 
joindre h ceux que uous avons déjà fait eonnaitre; mais nous 
indiquerons d'abord certaines considérations générales, rela- 
tives au problème en question. 

On sait quel est le principe, qui permet de'calculerla hauteur 
d'un point A situé dans l'espace, au-dessus du plan de l'horizon. 

Ayant choisi une base BC, on relève les angles ABC, ACB, 
ainsi que les hauteurs apparentes des lignes BA, CA. De ces 
données, on déduit facilement : 4" les longueurs AB, AG ; 2° la 
hauteur inconnue. En théorie, rien ne parait plus simple. Il 
n'en est pas de même dans la pratique, et la difficulté que nous 
signalons ici résulte de ce fait, que les observaiions doivent 
être faites, simultanément, aux extrémités d'une base BC de 
grande dimension. Voici, à ce propos, un passage extrait du 
Journal du Ciel (*) ; il fera comprendre, en même temps, l'in- 
térêt qui s'attache à la détermination de la hauteur dos nuages, 
et les difficultés que comporte cette recherche. 

I En Norwège et au Spitzbei^, ou n'éprouva pas, paratt-il, auUnt de dif- 
ficultéa que nous en aïons renconlté, il y a quelques années, pour 
établir des tcléphones, et M. Nils Ëkhnlm a pu, avec des bases de dir- 
fërenles loDgueurs, y évaluer les bauteu es d'un certain nombre de nuages. 

La publicalion qui nous apprend cefait, ne nous donne pas les nombres 
qui ont été trouvés pour ces bauleura, mais elle nous apprend qiie, dans 
un certain nombre de ces mesures, on s'est contenté d'une base de 
500 mètres environ. Commo les hauteurs obtenues au Spilzberg et à 
Upsala ne noUR diraieut pas celles qu'atteignent ordinairement les nuages 
dans nos climats, il y a lieu d'y songer de Eouveau. 

Une base de 500 métrés nous avait paru insuffisante, avec des instru- 
ment ne donnant que la minute d'arc, comme des graphomÈtres ordi- 
naires, cela devait laisser des incertitudes de plusieurs mètres dans le 
résultat du calcul ; mais nous reconnaissons que si, au lieu de grapho- 
mètres, on peut employer des théodolites donnant, la moitié ou lo quart 
de la minute, on doit espérer d'assez bonnes déterminations. 11 y a donc 
lieu d'y songer de nouveau, d'autant plus que, si des deux eilrémités 
de la base, en mgme temps que l'on vise le même point du nuage dans 

(•) Nimiéro du 1" février 1B88. 
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le plan qui va dels base au nuage, on mesure aussi la hauteur du point 
choisi du nuage au-dessus de l'horizon, oa aura les élénaenta suffisants 
pour calculer deux fois la hauteur rerticale du nuage ; et, quand les 
résultats concorderont, une trâs grando ccrtiludo de tour bonté. 

Mais ce va 0tro une véritable exp<Sdition. Il va falloir un téléphone, 
quatre théodolites, six opérateurs au moins N'importe, songeons-y tou- 
jours : un jour ou l'autre, lont cela peut devenir réalisable. 

Nous prions nos zélés correspondants d'étudier auasi ce qu'on pourrait 
obtenir avec la photographie. Rien d'impossible à ce quodes vues prisesdu 
nuageet de l'horizon, dans les directions où devraient opérer les théodolites 
ne permissent de mesurer les angles ncceasaires. Quelques essais sur des 
points accessibles, tour, montagne, etc. renseigneraient à cet égard. 

On 60 passerait alors de téléphone, et la hase pourrait, avec de bonnes 
montres pouropéreraumSmcins tan t,deveniraussi grande quel'on voudrait. 

Millet Dechalcs (loc. cil , p. 336) indique une méthode fondée 
sur la double observation do l'ombre portée par le nuage et do 
la liauteur apparente du Soleil, au-dessus de l'horizon, au 
moment de l'espérienco. Mais ce procédé est compliqué etforl 
peu précis, parce que la détermination de l'ombre d'uu 
nuage est uue chose difficilement appréciable et toujours très 
incertaine. 

Voici commentonpouiTait opérer pour résoudre d'une façon, 
à la fois simple et pratique, le problème actuel. La méthode 
que nous allons exposer s'appliquerait particulièrement bien 
aux nuages peu élevés au dessus de l'horizon. Nous mon- 
trerons plus loin comment, de cette observation, on déduit 
l'inconnue vôrilablc du problôme, c'est-à-dire la hauteur du 
nuage au-dessus de la Terre. 

Soient AB, A'B', deux obstacles naturels, ou deux édifices 
très élevés, faisant l'ofiTice de graudes mires, et dont la dis- 
lance AA' est suffisam- 
ment grande; de 500 à _,.rî^% 
1000 mètres environ. --■''',-'' 
Deux observateurs pla- _^--'' ,,-'' 
ces dans le voisinage : .■■"' ,.•'" 
l'un de AB, l'autre, de s."' -..■■'' 
A'B', et communiquant .--" [ .-'H 
par le mojon du télé- * '*' *^ ™ 
phoue, observent un tig.aiô. 
nuage N lorsqu'il vient rencontrer le plan vertical ABA'B'. 
Soient 0, 0' les positions qu'ils occupent au moment que nous 
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venons de définir; les distances OA,0'Â' peuvent être relevées 
avec soin, au moyeu du ruban divisé, ou différemment; enfin, 
les hauteurs AB, A'B', ainsi que la distance AA', sont connuee 
très exactement. Cela posé, pour obtenir la hauteur: Ncd = x. 
du nuage, au-dessus de l'horizon, on observera que 



AB AO 



_ O'w 
A3'~Ô^'" 



Par suite, xi 



Ou, - 0'<o = 00- =^ OA 
•OA 0'A'\ „, 



AA' 



- O'A'. 

- O'A'. 



Dans celte formule : AB, Â'B', AA' désigneut des nombres 
connus, nue fois pour toutes; OA, O'A' sont donnés par l'ob- 
servation faite sur le nuage déterminé; x désigne la hauteur 
du nuage au-dessus de l'horizon (commun aux deux obser- 
vateurs) des points A, A'. 

136. — La hautftur du nuag« au-deeeua de la Torre. — Le plan 

qui passe par lea Terticoles AB, A'B', dont il a éié question dans le para- 
graplieprécédenl,cuupe la Terre suivant 
un grand cercle t, de centre G; sa trace, 
sur le plan de l'horizon, est une cer- 
taine droite OH ; !a bauteui' que nous 
avons calculée tout à l'heure est Nu, 
distance du nuage ^ la droite OH. Mais 
la bauteur véritable du nuage, celle qu'il 
faut obtenir, c'est la distance du nua^o 
à la Terre; celle-ci est comptée sut la 
verticale NG depuis N jusqu'au point Q, 
où elle rencontre y. 
Nous poserons 

NOH ^ a, N<d = A, 

œ = CQ ^ R. 
Soit P le point où NC rencontre OH, 
s somblablea COP, NmP donnent : 




les triangles 

(1) 

D'autre part, 

|î) 

Les égalités (1 



R 



__ NP 

^ PO '~ CP' 



ft = (Po. 4- PO) Ig a. 
, (1) pennettent de calculer Pu et PO. On trouve ainsi : 
__ h' cotg a _ AR cotg g 



Les égalités (1) donnent a 
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Maia, 

NP = A' + P^* = ^—pv/C» + B)* + ft' otK* « • 

Fioalement, la hauteur inconnue NQ se etloulera par la formule : 
NQ = v'(Ji + R]' H- h' cotg' a - R. 

Ddtu< la pratique, si l'on veut appliquer commodément cette Tormulc, 
on doll éviter les deux hypothèses extrêmes : colle de a ^ 90*, et, aussi, 
celle qui correspond a a ~ o". Dana le premiercaa, on a NQ — h, mais la 
méthode d'observation que nous avons décrite ae trouve en défaut. Dans 
l'autre cas, si a = o, on a cotg a ^ qo et A = ; la formule présente 
un exemple d'indétermination appareule. Pour faire disparaître collo- 
ci, il faudrait remplacer h cotg a par la distance du nuage i l'œil de 
l'observateur, dislauce qui est inconnue. C'est en prenant a dans le voi- 
sinage de 45°, qu'on relise ra, dans les conditions pratiques les meilleures, 
la détermination de la hauteur des nuagas, par la mëihode indiquée. 

137. Hauteurs et vitesses des étoiles filantes. — 

On diatingue, dans une étoile filante, les points d'apparUwn 
et de disparition ; mais ces points seraient difficiles à observer, 
la traînée lumineuse s'évanouissant instantanément, si l'on 
ne prenait la précaution de noter les étoiles qui se trouvent 
dans leur voisinage, au moment de l'expérience. Cette remar- 
que néceesaii-e étant faite, voici comment pourraient être diri- 
gées les expériences ayant pour but la détermination de la 
hauteur des étoiles filantes. 

Imaginons deux observateurs placés en A., B; la distance 
ÀB doit èlre considérable relativement à celles dont nous 
avons parlé jusqu'ici (*j et les deus postes d'observation A, B, 
sont reliés par un lil télégraphique ou téléphonique. A un 
moment donné, les observateurs remarquent le point d'appa- 
rition a d'une étoile filante, ou, pour mieux dire, ils notent: 
l'un, une étoile t, dans la direction Âa; l'autre une étoile «', 
dans la direction Ba. De cette observation, on peut conclure 
la distance de l'étoile filante à la terre, comme nous allons 
l'expliquer. 

Soit O le centre de la Terre ; Oa rencontre la surface de la Terre en un 
point C; nous poserons Ca =: x: c'est la hauteur cherchée. 

Posons aussi : Aa — A, Ba = A', corde AB =: d, 

OA = OB = OC = R, zAa — 0, ï'Ba = S', AaB — <f. 

(•} Dans les eipérlenoes qui furent faites en 1856 par MM. Besso-Bec- 
gier. Liais, Chacomac et GoujoD, les deux postés d'observation étaient 
Orléans et Paris. (Voyez Les étoUes fitantei et le* bolides, par M. Félix 
llément; Gauthiep-Villars, éditeur, 18S8, p. 19.) 
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Les triangles aAO, aBO, donnent 
(A) (R + X)' — A" + R' -^- îBA rai 



2VRC0 




Ces éj>alité3 donnent 
(1) A'=2Rft™a=ft''+2'»'Rtoie'. 

D'ailleurs, le triangle AaB 
dunne 
[2) d' = fc' + h'' — ihh' sa 9. 

L'angle ç peut êlre fourni 
par robserTallon ; c'eEt la hau- 
teur apparente des (étoiles e, 
i, en Â ou en B. Les (ormules 
(1), [%) permettraient donc de 
calculer h, h', si la résolution 
équations élait posai- 



t que 






cul conduirait à une équation 
du quatrième degré, non qua- 
dratique (•), et la difficulté 



l'angle 



\ ', paraît insurmontable. Voici 

'■^ \ commenl on peut la tourner. 

\ \ L'arc AB.bienqu'assezcon- 

\'i| siilcrable, peut, dans des 

'■jj observations de la nature de 

„. celles que dous décrivons 

''S- ^*'- ici, être assimilé aune ligne 

On connaît, au point A, la direction de AB, et l'on peut relever 

sAB. Nous considérons donc les angles eAB = i, e'BA = ),', 

tdea quantités connues, données par l'observation. Nous avons 

: \ Nous n'avons plus alors â tenir 

compte de l'égalité' (i], et nouscon- 
sidéroQsA.'i'comme déterminées par 
les équations (I), 13). Abstraction 
faite de la solution évidente, et non 
admissible, h=.K =. o, ces équa- 
tions admettent une seule solution; 
par suite, A, fi' sont bien détermi- 

Après avoir calculé h et h', les 
formules (A) feront connaître l'in- 
connue principale x\ le calcul, 
comme on le voit, pourra se faire 
au moyen de deui égalités; on 
aura, de la sorte, une vérilicalion 
du calcul eBectué ei des observa- 
tions qu'on a faites. 



/ ^^ 
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Quant à la TÎteasc des dtoiles filantes, elle s'obtient par uno formule 
qui prend pour base le principe du Radiant. 

Ou sait que, pour une observation suffisamment courte, celle d'une 
Quit par exemple, toutes les étoiles filantes semblent partir d'un certain 
uombrede points unitiues. bien dcterminés, sur la voùtc céleste, nommés 
points radiants, ou, plus brièvement, rodionfs ('), 

Soient: a, le point d'apparition d'une étoile filante; fl, le point de dig- 
pariiioa. A cette étoile, correspond un point radiant situé dans une direc- 
tion ox, parallùie à k trajectoire a^. L'observateur, plaça en 0, relève les 
angles 

xOa = d, «Oe = l. 

On calcule, en kilomètres, k hauteur h de l'étoile au-dessus de 
l'horizon correspondant à ; enfin, on relèïe l'angle pOM = a, hau- 
teur apparente de l'étoile filante, au moment de sa disparition, au-dessus 
de l'horizon considéré. 

On a, en posant «p = L, -: — ; = — — -• 



Bin aeiad 
Connaissant la longueur (") de a^ et la durée do la traînée lumi- 
neuse, OD en déduit k vitesse du météore (*"). 



CHAPITRE XII 

PROBLÈMES DIVEllS 

Nous réunissous, dans ce dernier chapitre, divers problèmes 
de géométrie pratique. Sans dépendre absolument de la géo- 
métrie de la règle et de l'équerre, ils y touchent néanmoins 

{') Vojei Annuaire publié par te bureau des longitudes^ pour l'an 1888, 
p. 131 . Le nombre des points radiants, connus avec uno certaine approxi- 
mation, est égal & 63. I L'observation de ce phénomène, dit l'ouvrage en 
question, offre à plusieurs égards un haut iolérèt scientifique, surtout 
depuis l'époque où les travaux de plusieurs de nos astronomes célèbres 
ont permis de constater d'une manière indubitable que certains essaims 
de météores et certaines comètes effectuent leur mouvement autour du 
Soleil sur une mSme trajectoire. ° 

(**) On suppose que la trajectoire, pendant le court intervalle de temps 
qui s'écoule entre les deux observations de points a, p, est roctiljgnci 
cette hypothèse est tout à fait justifiée. 

('") D'après les résultats consignés dans l'onvraç^e de M. Ilémcnl, 
cité plus haut, la vitesse des étoiles filantes varie, suivant les exemples, 
entre 2f et 113''' par seconde; les hauteurs du point d'apparition, entre 
31 et 119^' ; celles du point de disparition, entre S et 66''. 
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par cerlaÏDs pointa. Tels sont : les questions relatives aux bas- 
sins, la détermination de la base hydraulique; l'élude des 
courants maritimes, et, enfin, le passage 'entre deux postes 
fortiRcs. On rencontre dans cet ordre d'idées certains pro- 
blèmes intéressants que nous allons, successivement, exa- 
miner. 

138. I<eB formes diverses du bassin (bassin carré, 

circulaire, etliplique). — Lorsqu'on creuse un bassin maritime, 
le travail qu'il nécessite (la dépende qu'il entraîne, par consé- 
quent) est proportionnel, pour une profondeur donnée, à la 
surface de sa base. Or, la périphérie du bassin représente ce 
qu'on pourrait appeler son effet ulilc; celui-ci étant considéré 
comme proportionnel au développement plus ou moins grand 
des quîis de débarquement. Le point de vue, auquel nous 
nous plaçons ici, n'est pas le seul assurémf^nt qui puisse être 
envisagé, dans la question présente; on ne saurait nier pour- 
tant qu'un certain intérêt y soit attaché. 

Noue nous proposons donc la question suivante : un bassin 
de profondeur h et de surface a devant être creusé, y a-t-il avan- 
tagea lui donner la formecarrir, circulaire ou elliptique? 

Nous écarterons d'abord, de la discussion qui suit, l'hypo- 
thèse du bassin reclaugulaire. Il est bien clair que, si deux 
rectangles A, B ont même aire, le périmètre de A sera plus 
grand que celui de B, si ion suppose que la différence entre 
les dimensions de A est supérieure à la différence correspon- 
dante pour le rectangle B. Nous invoquons ici une propriété 
bien connue, relative aux maxima et minima; elle résulte, 
comme l'on sait, de l'identité. 

(X - yY -h 4xy:=:{x •¥ yf. 

Ainsi, au point de vue du développement des quais, la 
flgure rectangulaire est, incontestablement, préférable, à la 
forme carrée. 

D'autre part, si l'on compare un carré et un cercle; comme 
entre toutes les figures planes, isopérimétres, le cercle est un maxi- 
mum (*), on voit que, pour une aire donnée, le périmètre du 

(■) Trailé de GéoToitrie piT E. RauQhé el Ch. do Comberousse: p. 303. 
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carré est plus grand que la circonférence du cercle. C'est ce 
qu'on vérified'ailleurs bien simplement, de la manière suivante. 

Soit y le coté d'un carré G, ayant même aire qu'un cercle C, 
de rayon x. On peut écrire 

(1) y' = itx', 

et il faut reconnaître que l'on a 

2-kx < ^y, 
ou Tt'ir' < 4!/'. 

Or, en tenant compte de (1), on trouve :t < 4, inégalité 
manifeslement vraie. 

Malgré ces observations, pour des motifs divers (*.), on peut 
vouloir donner au bassin une forme curviligne ; nous allons 
montrer que le bassin elliptique doit être préféré, au nioius 
dans certains cas, au bassin de forme carrée ['"). 

Considérons une ellipse I' do:it les axes sont : 
a = 2. 6 — ^ i. 

Son excentricité est 

a 2 

Cherchons la longueur S de l'arc correspondant à no qua- 
drant de cette ellipse. On sait que S est donnée par la formule 



«.(Vr 



- e* sin' fdf. 



Pour faire le calcul de cette intégrale elliptique, il faut 
avoir recours à une table donnant la valeur numérique des 

(*) La forme du terrain dont on dispose pour rétablissement du bassin 
peuiëtre un des motifs auxquels nous faisons ici allusion. Il nouBsem- 
blo aussi que les manoBuvrcs pour l'entrée et la sortie des bàUmeuts, 
l'abordago, rétablissement des chcmînH de fer le long des quais, peu- 
vent être fa<^litë3 par la forme elliptique du bassin, en supposaul que 
rcUipae adoptée ne soit pas trop allongée ; c'est le cas de celles que 
noua envisageons plus loin. 

(*') Le bassin de forme rectangulaire offre ceriains inconvénients qui 
sautent aux j'en!. Par exemple, si l'uno des dioieDsions est trop faible ; 
Ix manœuvre des grands bâtimenta y est quelquefois difflcile ; on doit 
donc, autant que possible, se rapprocher de la forme carrée. De plus, 
dans la partie voisine des aoi;lcs droits, l'abordage no se fait pas com- 
modément. LUdëe du bassin elliptique peut, au premier abord, paraître 
ùngulière et dépourvue d'tntérSt; mais, à la réflexion.on en jugera peut-être 
diSércmment. 

G. DE L. — GÉOHËTRIE DE LA BÈGLB. ti 
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fonctioûB elliptiqucB (*), On trouve ainsi, pour la longueur 
cherchée, 



'f}f 



-siD' ipiïy = 3.3715. 



D'aulre part, soit x la longueur du cdlé d'un carré dont 
l'aire soit équivalente à celle de r : on a donc 

x* = 21t/3. 
Tout calcul fait, ou trouve 

x= 3.298. 
Ainsi, on a bien, comme noua l'avons annoncé, a; < S. Il faut 
ajouter qu'en prenant d'autres exemples numériques, corres- 
pondant à des ellipses d'une excentricité plus faible que o.5, 
on trouverait, pour S — i, des différences déplus en plus sen- 
sibles ; malheureusement, le rapport b : a diminue eu mémo 
temps que e. k ce propos, ou pourrait chercher, en se plaçant 
au point de vue expérimental, quelle serait la grandeur qu'il 
faudraitdonneràl'excentricité, pour obtenir la forme elliptique 
la plus commode à tous les points de vue. 

Voici un second exemple dans lequel la forme de l'ellipse 

serait peut être, pour le but que noua visons ici, jugée préfé- 

rablejnous voulons parler d'un geore remarquable d'ellipses, 

celles pour lesquelles le petit axo est égal à la distance focale. 

En supposant : 

a= 2, fr = c; 

et sine — - — —=; 

a yj^ 

d'oîi 6 = ■«!•. 

Le cdté x, du carré équivalent à l'ellipse, vérifie l'égalité : 

iC* ^ 1t.2,\/2. 

On trouve x = 2.981. 

D'autre part, la longueur du quadrant d'ellipse se calcule 
par la formule (A), en supposant : a — 2, c = sin s .^ — i^- 

(*) Voyez, Bertrand, Caicul ittUgral, p. 716. L'angle S, qui âgure dans 
ces tables, correspond & réalité, siu S = e. Noue avons, dans le cas pré- 
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Or, dans celle hypothèse, 

I î )/ 1 — e* Bifl' <fd(f= (.85407. 

Finalemeiit, nous obtenoos 

(2) S = 3 X 1.85407 = 3.70814. 

En comparant (1) et (2), on voit que la différence S — a; est 
plus considérable que dans l'exemple précédemment choisi. 

Quant à la construction de l'ellipse, elle pourrait se faire 
directement, sur le chantier même, en appliquant le tracé 
quo nous avons précédemment indiqué {Première partie, § 48). 
11 faut observer, en effet, que celui-ci n'exige que des aligne- 
ments et des coups d'équerre; on déterminera donc facilement 
un nombre suffisant de points de la périphérie de l'ellipse. Il 
faut seulement que la droite A, qui sert de base à la construc- 
tion, ne soit pas trop éloignée du chantier. La distance S de A 
au centre de l'ellipse est donnée par la formule (*) 

a* -i- b' 

t = a . 

a* — (»' 

Pourle premier exemple, on aB— 14; pour le second, B = 6. 
Dans ce dernier cas, qui parait, de toutes façons, devoir être 
adopté de préférence, la droite A s'obtiendrait fort simplement. 
Il suffirait, en effet, d'élever au grand axe A A', une perpendicu- 
laire eu un point symétrique de l'un 
des sommets, par rapport à l'autre. 

Dans tous les cas, si faible que 
soit l'excentricité d'une ellipse, 
on peut coLstruire celle-ci, poinl 
par point, sur le chantier, par des 
alignements et de simples coups 
d'équerre. 

Supposons,cn effet,qu'on donne: 
1° les extrémités A, A' d'un dos axes '^' ^**' 

de l'ellipse; 2° un poinl M de la courbe. Prenons, dans lus 
limites du chantier, une droite A perpendiculaire sur AA'; 
A'M rencontre A en un certain point I. Ayant tracé AM,siron 

n Celle-ci nSsulte de l'égalité ~ ^ -^ éUblie au g «. 
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abaisse, de I, use perpendiculaire IH, sur cettedroite;IH ren- 
contre AA' en un point P qui reste fixe, lorsqu'on répèle la 
construction précédente, pour un point quelconque de A {*). 

D'après cela, après avoir délerininé P, comme il vient d'être 
dit, on obtiendra un point quelconque de l'ellipse par le 
tracé suivant: 

On prend, sur A, un point J; on trace A'J, PJ; puis, de A, 
on abaisse, sur PJ, une perpendiculaire. Cette droite coupe 
PJ en un point M' appartenant à l'ellipse que l'on veut con- 
struire. 

139. Détermination du rayon d'un bassin circu- 
laire. — Nous supposons que le b:issin considéré a de grandes 
dimensions : car, pour les autres cas, on imaginera sans peine 
de nombreux procédés. Par exemple, la longueur commune 
de deux cordeaux rectangulaires, laugents à la péripliérie du 
bassin représente le rayon chercbé. 

Avant d'indiquer par quels moyens on peut calculer le 
rayon R d'un grand bassin, nous devons montrer d'abord 
comment on s'assure que celui-ci est circulaire. 

A cet effet, ou prend un premier cordeau P, de longueur h, 
et on le flie de A en B, sur la périphérie du bassin ; puis, ou 
place un second cordeau Q, tendu, en ligue droite, de A en B; 
soit h' la longueur de celui-ci. On place alors P, en des points 
divers, A',B'; A"',B'; ... et l'on s'assure que l'on a, constam- 
ment. A'B' ^ A'B' = ... =h'. 

Si, cette expérience étant renouvelée avec des cordeaux de 
diverses longueurs, les égalités précédentes sont toujours 
vérifiées, on peut affirmer que la courbe considérée est une 
circonférence. C'est ce qui résulte du théorème suivant : 

Si, dans une courbe f, à des arcs égaux correspondent des cordes 
égales, f est une circonférence de cercle. 

On peut établir cetle proposition de bien des façons diffé- 
rentes et, par exemple, comme il suit {**). 

Soieut trois points A, M, B d'une courbe jouissant de la 
propriété donnée. 
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Prenons arcÂA,' = arc MM' = arcBB' rlea cordes AM et A'M' 
seront égales. De même. 

MB = M'B', AB = A'B'; ^ — '^^'"''^'^ 

donc le triangle AJtfB y"^ /^'' ^^^^^^ 

pourra se déplacer en / jf^"' __.— ■-''''^iP' 

restant égal à lui-même jiL-\J^----::>'''''^^^^^^^ \ 

et en demeurant inscrit Li>^^^'""^ ^ 

à la courbe; par suite, /* f^. yjo. 

les normales en A, M, B 

sont concourantes; ce qui revient à dire que la normale en un 

point quelconque M passe par un point fixe, intersection des 

normales en deux points particuliers A, B. La courbe considérée 

est donc une circonférence. 

Supposons maintenant qu'un bassin de forme circulaire 
étant donné, on veuille en calculer le rayon (*). 

Ayant choisi trois points A, 6, G sur la circonférence du bas- 
sin, on pourra, au moyen d'un cordeau divisé, relever les 
longueurs BC — a, C'A = 6, AB = c; puis, calculer le rayon 
incouDU R, au moyen de la formule 

(1) ""^^ 

4\/p(p - a)(p - 6Hp - c) 
On pourrait prendre aussi quaire pointa A, B, G, D, sur la 
périphérie du bassin, et utiliser la relation : 

- cd){ac + M)(a'i + 6c) 






(p - a)(p - 6Xp - c)(P - d> 
Maie cette formule est encore moins commodeque ta pré- 
cédente. 

Au sujet de la formule (1), bien qu'elle soi t assez compliquée, 
nous ferons une remarque d'un ordre général, voulant ainsi 
prévenir une appréciation inexacte, que l'on pourrait porter sur 
les solutions de la Géométrie pratique. Voici noire observation. 
la qualité, si l'on peut dire, de la solution d'un problème de 
Géométrie pratique dépend, avant tout, de la simplicité des 

(*) Ce problème de Géométrie ptaUque ne doit pas être confondu >tcc 
celui que nous avoDs précédemment traité, quand nous avons cherché 
len;ou d'une tourcircùlaiie. Entre deux points A, B, pris sur la circootë- 
rence d'un bassÎD, on peut tendre un cordeau diTisé et, par suite, con- 
naître AB; oette opération n'est pas réalisable dans le cas de U tour. 
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tiacés qu'elle nécessite; la complication de la formule qu'on 
emploie eat secondaire. 

Plus les opérations, qu'il faut exécuter sur le terrain, seront 
réduites; moins elles exigeront d'alignements ou de coups 
d'équerre; plus faible, par conséquent, sera le nombre des 
droites qu'il faut jalonner ou chaîner; et meilleure sera la 
solution proposée. Quant aux formules auxquelles on a 
recours, il est sans doute désirable qu'elles soient simples; 
mais c'est là, relativement, une chose accessoire; du moins 
quand il s'agit de problèmes dans lesquels il n'est pas utile 
de calculer rapidement les éléments inconnus. 

Quoi qu'il en soit, voici quelques autres solutions du pro- 
blème qui nous occupe. 

Prenons, sur la circonférence, deux points A, B ; la distance 
àB peut être évaluée au moyen d'un cordeau divisé. Les tan- 
1 A, B, se coupant en B, S, on a 



B» AB' AS' 
On peut se dispenser de me- 
ner la tangente en B; on doit 
alors élever, en B, une perpen- 
diculaire à AB; elle rencontre 
AS en M ; et l'on a 




Fig- SS4. 



tP AB* AM' 
d désignant le diamètre du bassin. Au fond, ces deux solu- 
tions sont identiques : elles ne diffèrent qu'au point de vue 
pratique. 

Il faut observer pourtant 
que cette méthode est assez 
imparfaite; la détermination 
des tangentes en A, B lais- 
sant prise à une certaine 
ambiguïté ; à moins qu'on ne 
détermine rigoureusement celles-ci par uue construction géo- 
métrique, analogue aux suivantes. 

On peut d'abord, avec la fausse équorre, relever l'angle 
AOB; puis, mener AT, de façon que TAB = ACB. 
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Si l'on veut ne faire usage que du cordeau, ou calculera la 
positioa du poiot T, oii la tangente en A rencontre BC, en 
utilisant la relation 

TB_ ÂB' 
TC ~ ^* ' 

On pourra, d'ailleurs, imaginer beaucoup d'autres solutions 
du problème que nous venons incidemment de Boulever» pro- 
blème ayant pour but la détermination de la tangente (ou de 
la normale) en «n point tfune circonférence dans l'intérieur de 
laquelle on ne peut pénétrer. 

Enfin, voici une dernière solution, pour la détermination du 
rayon du bassin circulaire. 

Abaissons, de A, une perpendiculaire sur BG ; nous avons : 
2R.AH = AB.AC. 

Si l'on adopte cotte méthode, il faudra, bien entendu, jalon^ 
ner AH, perpendiculairement à BC, et relever sa longuetir. Pour 
ce motif, en se reportant aux observations présentées plus 
haut, on estimera que la solution actuelle, très simple en 
apparence, oiTrirait pourtant plus de difficultés, et présen- 
terait moins de certitude, que celle, précédemment exposée, 
qui prend pour base la formule (1). 

140. L'élargissement du bassin.— Supposons qu'un 
bassin de forme circulaire étant, creusé, on propose de l'élargir 
en indiquant, à cet effet, le tracé, point par point, d'une 
circonférence concentrique ; celle-ci devant passer d'ailleurs 
par un point donné A. 

Bien n'est plus facile que de résoudre cette question, avec 
un simple cordeau divisé. 

Soit Y la périphérie du bassin. £n A, on fixe l'extrémité 
d'un cordeau divisé, qu'on fait passer par-dessus le bassin; ce 
cordeau étant convenablement tendu, on lit la division qui 
se trouve en B, 

Si l'on prend Oa = AB (si, en d'autres termes, on prend 
l'isotomique de A, par rapport à BG), ou obtient, en a, un point 
de la noïivelle périphérie. 

Si l'on veut, notamment, tracer celle-ci dans le voisi- 
nage de A, on répétera, au moyen d'un cordeau aC'B'A', voisin 
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du précédent, la construction indiquée, en prenant l'isotomiquc 
A'.doa,8urB'C. 




Fig. SS3. 



141. Le problème du canal. —Voici dans quelles coodi- 
tions pourrait se présenter le problème, très simple, que nous 
abordons. 

Un bassin circulaire y de grande étendue (ou une nappn 
d'eau Daturclte affectant sensiblement, au moins dans la partie 
la plus voisine de la mer, la forme circulaire) doit être relié à 
lamer par un canal aboutissant, sur la plage, en un point déter- 
miné A. Il s'agit donc, dans 
cea conditions, le point Â 
pouvant être, dans certains 
cas, très éloigné de y, de ja- 
lonner la droite allant, de A, 
au centre du bassin en 
question. 

Observons que : mener 
des tangentes , de A , à 
la périphérie de y; pais, la 
bissectrice de ces semi- 
droites, ne constitue pas 
une solution acceptable; si, 
comme nous le supposons, 
■' " A n'est pas dans le voisi- 

nage du bassin. Voici comment, dans cette hypothèse, onpeut 
déterminer le jalonnement de la droite demandée. 
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Par Â (*), traçons une droite qui rencontre la circonférence 
Y en B, G et prenons sur BC deux points isotomiques quel- 
conques a, a'. En %', fixons un cordeau ; puis, déterminons, sur 
ce cordeau, le point M, isotomique de «.', Prenons encore, sur 
un cordeau flsé en M, par exemple sur MB,- le point D, isoto- 
miquedeM, par rapport à BB', 

Ayant jalonné AD, nous déterminerons, sur cette droite, 
au moyen de la fausse équerre, un point I, tel que la'G = ADu. 

I! résulte de cette construction, que les points a, a', D, I 
appartiennent à un cercle y', concentrique à ■(. Traçons la, 
Dx qui se coupent en K; Oa, a'T qui concourent en R ; RK 
est la polaire de A, par rapport à f'. Pour achever la con- 
struction, on tracera successivement Ry, perpendiculaire à 
Ra;; Aœ", o Ry; Ast, à Ax'. As est la droite demandée. 

142. Remauque. — Ce tracé nécessite des constructions rela- 
tivement compliquées; pour ce motif, il est utile de recher- 
cher les vérifications qu'il comporte. Au point de vue pratique, 
la détermination de n'I, dans la solution précédente, constitue 
une opération délicate; aussi doit-on, avant de jalonner BE, 
s'assurer que le point I a été convenablement déterminé. 
A cet elTot, on fixera un cordeau divisé, en I, dans la direc- 
tion lU; puis, en M, dans hi direction MI; et l'on vérifiera 
ainsi que les points de rencontre de IM avec y sont deux points 
isotomiques, par rapport à ISf. 

Nous ferons encore observer que la direction de ABC, ainsi 
que l'un dos points» ou a', sont arbitraires; on choisira donc 
AB et a, de façon que les jalonnements dont on a besoin s'exé- 
cutent dans des conditions pratiques, acceptables, 

&fais le tracé d'une droite (canal, chemin de fer, etc.) abou- 
tissant & un bassîa circulaire de grandes dimensions, peut se 
présenter dans des conditions autres que celles que nous avons 
imaginées au paragraphe précédent; nous allons examiner 
rapidement ces conditions nouvelles, en nous posant les deux 
problèmes suivants : 



(') Le lecleur supposera que, en Téa'ité, A est beaucoup plus éloinné 
de Y que ne le représente la figure. 
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f Un bauin circalaire f et une droite A étant donnés, jalonner, 
turle terrain, la plut courte dùlanee entre &.et laeireonféreiKe 7. 

S' Deux baisim circulaire* y, f' étant donnés, détermintr le 
tracé de la droite qui représente la plus courte distance de leurs 
périphéries. 

Dans l'un et l'autre cas, on doit supposer que les distances 
en question peuvent être rolativemenl considérables. De là 
résultent, au point de vue pratique, certaine? difficultés; et, 
des solutions nombreuses qui se présentent à l'esprit pour 
traiter ces problèmes élémentaires, quelques-unes seulement 
peuvent, pratiquement, conveuir aux tracés que l'on doit effec- 
tuer sur le terrain. 




Fig. SSf. 



143. pROBLÈHB I. — Jalonnons une droite Â6 perpendiculaire 
à A ; nous obteDODS ainsi, sur y , un 
point B. Kn C, dans une direction Bz 
perpendiculaire à 6À, fixons un piquet 
et déterminons sur f le point D placé sur 
le proion^ment de CB. On détormine 
ensuite, par des coups d'équerre, DP, PQ; 
la perpendiculaire cey élevée an milieu 
de PQ est la droite cberchée. 
Voici une seconde construction qui 
pourrait être employée, dans le cas oii le diamètre du bassin 
serait assez petit pour que l'on puisse, d'un point pris sur sa 
circonférence Y> viser le point diamétralement opposé. 
Sur Y, en un point quelconque M, on place un jalon; puis 
en C, D l'on fixe deux piquets, de 
façon que l'angle CMD soit droit. 
On peut alors déterminer tes points 
A, B oh les droites Cil, DM ren- 
contrent y. On abaisse les perpendi- 
culaires À.A', BB' sur A; PQ étant 
une perpendiculaire commune aux 
parallèles ÂA', BB'; la perpendicu- 
laire xy élevée à PQ, en son point milieu H, est la droite 
demandée. 




Fig. 33e. 
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144. Problème II. — Soient deux bassins circulaires y, t'; 
on veut jalonner la ligne des centres o), u'. 

On observera d'abord que ce pro- ■* 

blâme est ramené au précédent, si - ^ i p 

l'on peut déterminer l'axe radical A' 
des cercles y. y'. Pour obtenir A, 
nous indiquerons deux procédés (*). 

!• Admettons d'abord que y et y' 
soient assez rapprochées pour que 
l'on puisse, d'un point de y, viser 
les difTérents points de y'. 

Prenons, sur y , deux points arbi- 
traires Â,B; et, sur y', un point C, quelconque, lui aussi. Ayant 
relevé avec la fausse équerrs l'angle obtus BAC, on détermi- 
nera, snr y', un point D d'oilTon aperçoit BG sous un angle a, 
supplémentaire de BAC; cet angle a, comme nous l'avoos 
remarqué à diverses reprises, est donné d'ailleurs par la fausse 
équerre. Les droites BA, CD se coupent en un point 1 , apparte- 
nant à l'axe radical A. On cherchera, de même, un second 
point de cette droite et colle-ci se trouvera déterminée. 

2* Supposons maintenant que y, y'soient tellement éloignées, 
qa'on ne puisse, comme nous l'avons dit tout à l'heure, viser, 
de D, le point B. 

La construction précé- 
dente est alors en défaut. 
Celle que uous allons indi- 
quer est plus longue, m ais 
elleofFre l'avantage d'être 
générale et de convenir à 
tous les cas. 

Traçons, arbitraire- 
ment, une droite 5, exté- 
rieureauxcerclesy.y'.On '''^' "*'' 

peut, comme nous l'avons indiqué au paragraphe précédent, 

(*) Ou pourra, bien entendu, pour résoudre le problème actuel, inut- 
giner beaucoup d'autrea aolutions.Ainai, après avoir jalonnéleB tangentes 
communes intérieures on obtient l'axe radical en prenant les milieux de 
ces droites ; mais un pareil tracé est peu praUque. 
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obtenir les droites AB, A'B' qui, perpendiculaires sur S, pas- 
sent respectivement par les centres de y,/. D'après cela, BB' 
passe par le centre do similitude interne S, des cercles 7, y'- 
Connaissant nn point de la ligne des centres (*), on achève 
le tracé que nous avions en vue, en utilisant la construction 
indiquée plus haut. 

Mais il se présente ici, dans l'ordre pratique, une difficulté 
que nous devons sigaaler. 

Les points B, B' sont, par hypothèse, assez éloignés pour 
qu'on ne puisse, de l'un, apercevoir le second. Dans ces con- 
ditions, il s'agit de jalonner BB'. 

Ce problème nous a précédemment occupé, quand nous 
avons cherché (g§ 32, 33) à prolonger une droite dont les 
extrémités sont séparées par un obstacle; ou sont invisibles, 
pour un motif quelconque. Dans le cas présent, au lieu d'avoir 
recours aux constructions auxquelles nous venons de faire 
allusion, il est plus simple d'observer que BB' rencontre S 
en an point T tel que 

AT- ^■^^' 
AB + A'B' 
On relèvera, avec le ruhan divisé, les longueurs AB, A'B', 
AA'; et, le point T étant connu, on pourra jalonner BT. 

145. Détermination de la base d'sssai. — Pour 
faire l'expérien- 
ce de la vitesse 
des bâtiments à 
vapeur, on déter- 
minola longueur 
d'une base 00', 
dans les condi- 
tions suivantes. 
Deux points 
A, A' (balises. 




(*) Pour avoir lo point S, il faudra, bien catendu, tracer u: 
droite BB'. Il est plus aimple de parUget BB' dans le rapport dos rayons 
de y, y, si l'on connaît ce rapport. 
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phores, etc.), définissent la routfl rectiligne que doit suivre 
le bâtiment. D'autre part, sui la terre ferme, quatre poiuta 
P. Q, P', Q'. désignés d'avance, servent à fixer la situation 
de la base d'essai 00'. On rolëve les heures oîi le navire, 
ayant atteint son maximum de vitesse, passe: i' en 0, point 
en ligne droite avecP, Q; 2"eiiO', point d'ioteraection de P'Q' 
et de AA'. Pour calculer la vitesse cherchée, il reste seu- 
lement à connaître la longueur de 00'. On sait que cetle dis- 
tance, comme il est ordinaire de le faire dans les problèmes 
du même genre, s'obtient par un calcul trigonométûque; les 
élémenta nécessaires à ce calcul étant fournis par des obser- 
vations angulaire?, faites aux extrémités d'une base, de lon- 
gueur connue. 

Nous voulons montrer comment, par de simples chaînages, 
on peut résoudre le problème en question. Peul-ëtra, en raison 
de certaines difticullés d'ordre ma'.ériel, la solution actuelle 
oûre-t-elle des impossibilités pratiques? Nous la présealons, 
néanmoins, pour qu'on puisse la juger; mais nous indiquerons, 
à la suite, deux solutions notablement plus simples. 

Imaginons, par exemple, que l'espace U représente une plage 
de sable, sur laquelle, au moyen de grands piquets, on puisse 
aisément déterminer les jalonnements qu'indique la figure. 

Nous obtenons ainsi, sur AA', un certain point w ; et, par une 
proprfété connue, nous pouvons écrire 

2 _ I I 

ÂA' ~ Â^ ^ ÂÔ ■ 

Cette égalité permet de calculer AO. 

En opérant avec P' et Q', comme nous l'avons fait avec P 
et Q, nous ca'culerous de même, AO'; la différence AO' — AO, 
des nombres ainsi obtenus, donne la longueur de la buse 
d'essai 00'. 

On observera qu'en déplaçant les points Q et Q', on obtiendra 
une base aussi grando que l'on voudra; les extrémités 0, 0' 
pouvant être, de la sorte, arbitrairement choisies. 

Deuxiëue Solution. — Cette solution repose sur une trans- 
formation des figures que nous avons précédemment indiquée 
(§ 78); elle est particulièrement appropriée au cas oîilabase 
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d'essai, prolongée, péoètre dans la partie da rivage d'où l'on 
of peut apercevoir 

f\ les bouées 0, 0' 

/ i qui représentent 

/ \ les extrémités de 

/ '; la base d'essai. 

"f, \ SoitAuDpoint 

pris sur le pro- 
lougement de 
00'. Par A, on 
jalonne unedroi- 
te AB, oblique 
sur 00' et une 
autre droite i, 
perpendiculaire 
Fig.sio. à 00'; puis, par 

le point B, on trace des perpendiculaires aux lignes de visée 
BO, BO'. Ou^oblient ainsi, sur A, les points i», w'. Ayant mené 
(i)'K, parallèle à AB ; u K, perpendiculaire à AB, on a, comme 
nous l'avons démon- 
tré au paragraphe 
cité. 

Dans cette opéra- 
tion, la difficulté prin- 
cipale consiste à dé- 
terminer tes lignesde 
visée allant, deB, aux 
bouéesO,0',le3quelles 
sont toujours assez 
éloignées. Nous indi- 
querons, au paragra- 
phe suivant, une mé- 
thode qui permet de 
la résoudre. 

TnoisiÈMB Solution. — Nous supposons encore que la base 
d'essai soit détormioée par deux bouées visibles du point A 



,^v 




Fig. SU. 
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et de la région voisine. Prenons, dans cette région, un autre 

point G et traçons AD do telle sorte que DAC = CAO ; élevons 

ensuite CD perpendiculairement à AC, nous avons (§ 111): 

I _ 2 r 

AÔ ^ ÂD ~ ÂB ■ 

On calculera, de même, AO'. Finalement, on connallra, dans 

le triangle AOO', les longueurs des côtés AO, AO* el la valeur 

de l'angle OAO'; de ces données, ou pourra déduire 00'. 

146. La visée surla bouée invisible. — Soit la bouée 
en question; nous la supposons invisible, du point A, et, 
dans ces conditions, on propose de déterminer la ligne Az qui 
est perpendiculaire à la direction AO; As étant connu, la 
ligne do visée AO se trouvera, par cela même, déterminée. 

Jalonnons une droite indéfinie A, passant par A; la bouée 
est visible, nous le supposons, de deux points particulieia 
B, G, pris sur le rivage; les prolongements des lignes de 
visée BO, CO, ren- o/, 

contrent i en P, Q. ,;i\ 

En ces pointe, éle- '^''■'''m)î/ ■ \ 

voosdesperpeudicu- vvm i ''- 

laires aux lignes PB, il 'i" "■'^'^ 

QC;soit Rieur point 
de rencontre. Comme 
nous l'avons précé- 
demment observé, R, 
G se projettent sur A 
en H, H', points iso- 
tomiques sur PQ. 

D'après cola, nous 
pourrons prendre 

QH = PH' et, en ce point H, élever Hx perpoiidiculaire sur 
4. Prolongeons RQ jusqu'à sa rencontre en G avec Ex et 
soit T le point d'intersection des droites As, Ho;. 

Nous avons, d'après cette construction, 

QH' = HG.HO, _et AH> = HT. HO. 
„„ AH'.HG 
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Cette égalité permet de calculer HT; le poiut Tétant connu, 
As est déterminé. 

147. Détermination des courants marltimesl*).— 

■ Pour déterminer, dit M. Rcveillef^ . cil.}, la position 
(lu navire, on sait que l'on observe une série de hauteurs 
prises à différonta moments et qu'on appelle hauteurs à 
inlervalle. 

Si l'on a pris quatre hauteurs à inter- 
valle, ces quatre droites de hauteur, 
ramenées au quatrième horizon, et 
corrigées de l'erreur personnelle (**), 
doîveut concourir. Il n'en est pas ainsi, 
à cause des courants et l'on reconnaît 
que si 1,2, 3, 4 sont les droites de hau- 
teur, il faut tracer une transversale A, telle que les chemins 
AB, BC, CD soient proportiODoelsaus intervalles des observa- 
tions. • 

On voit,d'après cela, comment la détermination des courants 
maritimes conduit à un problème de Géométrie, pouvant 
s'énoncer ainsi : 

Quafre droites 1, 2, 3, 4 étant données, tracer unfi transver- 
sale A, telle que les segments interceptés soient proportionnels à 
des nombres donnés. 

Nous ra|)pellerons d'abord comment on résout le problème 
suivant: Étant données trots droites i, 2, 3 et une direction 
xy; on propose de mener, parallèlement à xy, une transversale i 

I') Len idées développées dans r-^ paragraphe sont empruotées, pour la 
plus grande partie, à une note publiée par M. J. KeveiUe, professeur 
d 'Hydrographie, dans la Revue marUimt et cotonialt, tome LXXXIX 
396' livraison, mai 18SG,p. 374. Celle note est intllulée ; Détennmation det 
aouranlt, par une série de quatre haateurs à inttrvalle. 

Ce pcot)lëme a été traité par M. Fasci dans un article ayant pour titre 
Méntoire sur te point obseroè et la délerminatioa de» courants à ta swfaeede 
la mer. La solution que nous développons ici est celle de M, Réveille. 

(••) Si Ton observe troia hauteurs d'aslre simultanées; les trois droites 
de hauteur correspondantes doivent se couper au même point, qui est la 
position vraie du navire. 

En général, il n'en est pas ainsi, et les droites forment un triangle 
L'erreursemesureparle rayon du cercle inscrit; c'ettVerreur personnelle. 
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telle que les segiiienls intcrceplés soient proporlionnets à des nom- 
bres donnés. 

Menons A'B'C parallèle à 1^, et déterminons, sur cette droite, 
UD point C tel que 

B'Ci' _ ni_ 
Wk.-~n' 
m, n désignant lea nombres donnés. 
Soit le point de concours des droites 
1,3; ce rencontre la droite 3 en G. 
En menant, par C, uoe parallèle à xy, 
le problème est résolu; il n'admet, 
d'ailleurs, qu'une solution. 

Supposons maintenant que l'on Tassevarier la direction de 
xy ; nous allons montrer que i enveloppe une parabole inscrite 
au triangle 1,3, 3. 

Eii effet, à un point A ne correspond qu'un seul point B; 
et réciproquement; la droite AB, dont les extrémités décrivent 
sur OA, OB des divisions homographiquea enveloppe, comme 
on sait, une conique I' inscrite à l'angle AOB. Pour une raison 
analogue, r est inscrite à l'angle BO'C. Ainsi,'r est une coni- 
que inscrite au triangle 1,2, 3. Si l'on observe que les angles 
0, 0' interceptent, sur la droite de Tinfini, des segments infi- 
niment grands, on voit que l'on peut considérer cette droite 
comme repréïentant une position particulière de A, La coni- 
que r est donc tangente à la droite de l'infini; en d'autres ter- 
mes, r est une parabole. 

Pour déterminer les points do contact de T avec les côtés du 
triangle OO'O', on peut obser- 
ver d'abord que ; si A vient en 
0, C coïncide, au même ins- 
tant, avec 0'; et le point B 
occupe, sur 00', une position 
limite w'.Ce pointu»' donnant 
lieu à la relation 

bj"0' _ m 
T7Ô~ n' 

Le même raisonnement 
prouve que lea points decontact Je F, aveclc8CÔtésO'0'',00'' 

G. DE L. — GÉOatTBIE DE LA RÈGLE. 23 
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soqI des poiuls u, u/ tels que 

ojQ' _ m w'O _ n 

O'O' ~ n' 00" ~ m' 

La connaissance de trois droilee tangentes à la parabole T, 
et celle des points de contact, permet, de bien des façons, 
de construire le foyer F de cette courbe. 

Cela posé, revenons au problème que nous avions en vue. 

Soit r la parabole, déterminéo comme nons venons de le 
dire, et tangente aux droites i, 2, 3 ; soit, de même, F' la 
parabole analogue inscrite au triangle formé par les droites 
2, 3, 4. Les paraboles r, I" ont trois tangentes communes eu 
évidence; les droites 2, 3, d'une part; et la droite de l'infini, 
d'autre part. Ces deux courbes admettent une quatrième 
tangeute cojimune. Cette droite constitue, précisément, la 
transversale à que nous nous proposions de tracer dans lo 
plan des droites données 1 , 3, 3, 4. 

Imaginons le triangle foi me par la droite incounuc A ot 
par les droites 2, 3. On sait que le cercle circonscrit à ce 
triangle passe par les foyers F, F' des paraboles T, r'. De cette 
remarque, découle la construction suivante: 

On déUTvtiiie les foyers des paraboles P, F' ; par ces points, et 
pat' le point de 7-enconlre des droites 2, 3, on fait passer une 
circonférence qui coupecelle-ci en deux points M, N; UN est la 
droite cherchée. 

Remarque.^ Laviteaso du courant (l) se calcule en divi- 
sant l'un des segments A.B par l'intervalle des observjtious 
qui correspondent aux droites 1, 2. 

148. Le passage entre deux forts. — Imaginons que 

(*)0a vèTlHecea résultats parle calcul ou cberchaatrëqualion tangon- 
lielle de r. A cet eflet, ayant posé 

OA ^ u, OB ^ V, 00' = c, 00" = b, 

BC m 



on trouve facilement la relation : m- + (m -t-n,- ^tt. 

L'enveloppe de A.BC esl donc une parabole ; celle i5qualion prouid 
aussi que les points de coDiact do clUo courlio avec les cOtds du triuiftle 
OO'O" Font bien ocux que nous avons déterminés par des considdraUons 

gcomélriqucs. 
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it pour centres les points 0, 0'. 



deux Torts, à feux croisés, ait 
Soit h la portée des pièces, 
et soient A, A' deux circon- 
férences décrites, des points 
0, 0' comme cent' es, avec k 
pour rayon. Nous voulons 
chercher quelle est la ligne 
qu'il faut suivre pour passer 
entre les deux forts, en 
s'exposantlomoinspossiblc. 

Nous admettrons, en prin- 
cipe, que la prohabilité 1, 
que l'oii soil atteint par les 
projectiles d'un fort, tant 
qu'on demeure soumis à l'ac- 
tion de son tir, est ; 1» pro- ^'9- ^^*- 
portionnelle au temps et 2° en raison inverse de la distance. 

Soit MN (*) le chemin suivi dans le champ de lirdufortO; 
prenons, sur MN, deux points voisins B, B'.. Quand on va de 
B à B', 6 varie proportionnellement à BB', mais en raison 
inverse de OB. 




CI Cette trajectoiro doit êlra perpendiculaire à la ligne des contres i 
c'est un fait qu'on peut considérer, crojons-nous, comme âvident, Pour- 
tant, si l'on croit nécessaire de le démontrer, 
on pourra raisonner, ainsi qu'il suit. . ' ^ 

Soit A une tranavcrsale oblique ^ la ligne 
des centres; abaissons OH O'K pcrpendi- 
cutaircs sur A ; prenons, sur 00', OI^OII; 
puis, par le point I, élevons X perpendi- 
culaire à 00'. 

Nous avons 

01 + O'I >OH + b'Ki 
ou, puisque 01 = OH, 

CI > O'K, 
et, par suite, 

BB' > pf. 

Comme aa' est égal à AA', et comme les 
deux droites sont k égale distance du centre 
O, la probabilild que nous éludions sei ' 
même pour AÂ' et pour aa'; mais comme 
BB' est plus grand que pfi' ot, plus rap- 
proché de 0', il y a plus do chances 
d'âlroalteinl en adoptantlecheminAA'Blt', comme n 




Fig. Si7. 
s l'avons avancé. 
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Pour le trajet MN, on a donc 

BB' étant infiniment petit. 
Posons 

NOH = a, BOH ^ f, 00' = /. 
Nous avons 

BH ^ OH tg ç, 
et, par conséquent, 

(!) BB' =d(QH) ^OH-^. 

D'ailleurs, 

(î) OB =-25.. 

Les égalités (1) et [t) donnent 

BB' _ df 
OB cos <i>' 
et. par suite, 

,= , r-^==Ltg(45-+î). 
Jo cos f ^ V il 

Supposons maintenant que MN coupe le champ de tir du 

fort 0', aux points M', K'. Si noua posons N'O'H = p, la quau- 

tilé !;, qu'il faut rendre minimum se calcule donc, d'après ce que 

nous venons de voir, par la formule : 

{3J ï = 2L tg (450 + ;) + 2L 18(45- + ^) . 

Dans cette égalité, a, ^ désignent deux paramètres variables, 
vériflant la relation 
(4) / = A(cos « + cos p) (*). 

D'après (3), le minimum de ï correspond à celui de 
tg(45»+-')ts(45" + ê). 

I*) Comme on le voit par ccllo égalité, noua supposons (el nous avoua 
d'ailleurs fait, plua haut, cette bjpothèse) que la portée des pièces est la 
môme pour lea deui Torls. S'il n'en était pas ainsi, on aurait à résoudre 
par rapport à or, y, les èquatioDS 

mais cette résolution n 
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En (lifFéreD liant cette exprossiOD, on a 

rfa -i — dp — O. 

C08' U5 + - j C03' us + ■?) 

ou coa p du + cos <3.dp = o. 

D'autre part, de (4), on déduit 

ain (t da s- sin p dp = o. 
Ces deux dernières égalités donnent 
sin 2fi = sin 2a, 
ou, puisque a, p désignent ici des angles aigus, 

Le passage doit donc être effectué en suivant la corde com- 
mune ansdeuxcer- I 
clcs de tir; résultat o 
à peu prbs cviient, t 
fl priori, mais qu'il 
n'étai Lpas sans inté- 
rêt d'établir avec 
rigueur. 

Quoiqu'il on soit, 
nous pouvons main- 
tenant aborder la 
question suivante : 

Deux forts (ou 
deux retranchements quelconques) 0, 0', étant considérés : 
l" chercher si leurs feux peuvent se croiser; 2° détermiuer la 
ligne qu'il faut suivre pour passer à égale distance, des deux 
points 0, 0'. 

Pour traiter la première question, on fixera des piquets 
aux points où s'est effectuée la chute de trois projectiles, 
lancés do 0, dans des directions diiTércntes; soient A, B, G 
les trois points ainsi observés. Ayant relevé les longueurs des 
côtés du triangle ABC, une formule élémentaire, celle qui 
donne le rayon du cercle circonscrit à un triangle, connais- 
sant les Irois côtés, permettra de calculer la portée k des 
pièces placéosonO.On détermine ensuite la distani'O /des deux 
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points icsccessibles 0, 0'; et l'on verra si l est plus polit ou 
plus grand que 2h. 

II nou« reste à montrer comment on répond à la seconde 
partie du problème qui nous occupe ; nous indiquerons, pour sa 
solution, deux procédés: 

1° Soil A la position de l'observateur, el soit A.M la ligne de 
visée aboutissant au milieu de 00', ligne que nous avons 
appris à déterminer (Seconde partie, § 68). 

ïraçons AZ perpendiculaire sur AO; AZ rencontre, en G, la 
perpendiculaire élevée à 00', en son milieu M. Le quadrîla- 
tère OAUC est inscriptible; par suite, les angles OAM, OCU 
sont égaux. Ainsi 

0G0^= 2 UAM" 
On Tttlëvera donc l'angle OAM = a, et l'on donnera, aux 
branches de la fausse équerre, une position telle que l'angle 
qu'elles forment soit le 
double de l'angle obser- 
vé OAM (siconde partie, 
§8). Cela fait, ou s'avance 
sur AZ jusqu'à ce que 
l'on trouve un point C, tel 
que,decepoint,onaper- 
ÇoiveOO' sous l'angle 3a, 

marqué parles brancbes 

Fig. 3*3. de la fausse équerre. 

Mais ici se présente une difficulté. En effet, il existe, sur AZ, 
deux points C, C d'où l'on voit 00' sous l'angle 2r.\ de ces 
deux points, un soûl convient;c'estlepointG, bien déterminé, 
intersection de AZ avec MG. 

Pour obtenir ce point G, on doit observer que les arcs OC'G, 
O'DC étant égaux, C'Z est labissectrice de l'angle formé par CO' 
elleprolongementdeOG';celtecirconstanceneseprésenteplus 
en C. Ainsi, après avoir trouvé, sur AZ le point Cd'oîi leseg- 
mentOO'estvuBous l'angle 211, on doit s'assurer que AZ n'est pas, 
en ce point G, bissectrice de l'angle extérieur du triangle OCO', 
Quand on a trouvé 0, la ligne cherchée CM s'obtient en 
traçant la bissectrice de l'angle OGO'. 
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2" Soient A, B deux postes d'observation ; ÂX, BT les 
lignes de visée aboutis- 
sant au milieu de 00', li- 
gues obtenues, comme le 
montre la figure, confor- 
mément à la construction 
précédemment indiquée 
et déjà rappelée tout à 
l'heure. TraçonsCDparal- 
lèlement à 00' (») et dé- 
terminons, en H, l'ortho- 
centre du triangle MCD. 
La droite chercbée est 
la perpendiculaire HZ 
abaissée, de H, sur la direction de CD. 




[*| On peut prendre, par exemple, comme le montre la figure, la dia- 
gonale PQ du parallélogramme APQB. Dans celte construction, comme 
dans la précédente, il faut, avant tout, connaître la direction de 00' (Voir, 
pour les solutions diverses que comporle ce problème, le chapitre VI, 
de la Géométrie de ta Régie, seconde partie). 
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— Tracer, dans la partie oîielle est accessible, la perpen- 
diculaire abaissée d'uD point inac- 
cessible Â.suruDedroitedoQaée A. 
On su[)posc queÂ est visible, mais 
que le pied H de la perpeadiculaire 
ea question est inaccessible. 

2, — Mener, à une circonférence 
0, une tangente allant passer par 
le point de concours, inaccessible, 
de deux droites données A, A' (*). 

3. — Ëtant donnés deux arcs de cercle a, p, appartenant à 
des circonrérences A, B, dont les centres sont inaccessibles; 
on propose de mener les tangentes communes dont les points 
de contact appartiennent aux arcs considérés. 

4. — Tracer une roule circulaire passant par doux points 
A, B, et par un troisième point C, visible, mais inaccessible. 

Examiner le cas particulier où les points A, B, sont con- 
fondus en un point M, d'une droite donnée A. 



(') Celte question s été proposée dinaV Educational Tima, pu' U. Ignacio 
Beyens, capitaine du génie k Cadix, et résolue dans lo numéro du 1" jan- 
Tier!889. La solution donnéeftoc. ct(.J,el quo nous allons reproduire, est 
très élégante. 

On prend les pOles des droites &, Â', reîatïTcment à 0. La droite qui 
passe par ces deui points rencontre la circonférence donnée, aux points 
de contact chercbéB. 

Le problème est du second degré et, au premier abord, il semble se 
traiter par la rëgloetl'équerre, ce qui implique contradiction. Mais il faut 
observer que, dans le cas présent, on s'accorde la présence d'une clt- 
conrérence dans le plan de l'épure, ce qui revient à se donner un compas. 
(Voir la note de la p, 25 et, plus loin celle de la page 3B5.} 
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6. — Par UQ point A, et par deux autres points B, C, iaac- 
censibles, faire passer une roule circulaire. 

Examiner le cas oîi les trois points donnés sont inacces- 
sibles. 

Dans ce problème, comme dans le précédent, on indiquera 
la construction, point par point, do la circonférence deman- 
dée (•). 

6. — Par un point A, inaccessible, et qui n'est visible quo 
des points D, C, 
on propose de tra- 
cer une route pa- 
rallèleàunc droite 
donnée A. 

Lex lignes de visëe, 
BA,CA, peuvent être 

prolongées an delà de w -^ 

l'obslacle. Elles ren- • "^ '"■ 

contrent A nus pointa M, N. Soit AQ la parallËle cherchée. On a 
BG AN MR _ 

hk'ac'mn ~ '■ 

AN QR 
"""> AG=QC' 

QB _ BR.MN 

pg~bg.mr' 

Cette égalité, dont le second membre ne renferme ^o des quantités 
connues, permet de calculer le rapport QR : QC. Le point Q se trouve 
ainsi déterminé, otc . . . 

(*) H y s, bien entendu, aux problèmes de celle espèce, des solutions 
très Teriées. On peut, pour ces solutions, s'accorder de siccples aligne- 
ments; ou, dans d'autres cas, la fausse dquerro, l'équerro ordinaire, le 
cordeau divisé. II faut aussi discuter la solution proposée, et, notamment, 
Toir si elle est générale dans le sens que nous avons donné h ce mot, 
au cours de cet ouvrage;ou au contraire, si, au point de vuepratique, elle 
est seulement réalisable dans certains cas. 

Ainsi, dans le cas présent, si l'on peut déterminer, par des coups 
d'équerre, l'orlhocentre II du triangle ABC, dont les sommets sont Inac- 
cessibles, en prenant, si ia chose est possible, les symétriques de H, par 
rapport aux cOtés de ABC, on obtient trois points appartenant fa la circon- 
férence que l'on veut construire point par point. On est ainsi ramené k un 
problème plus simple et dont la solution n'oSre aucune dllScuUé. Mais 
cette manière de résoudre le problème est soumise k objection, au point 
de vue pratique ; car les constructions indiquées ne sont pas réalisables, 
dans tous les cas. Cette solution n'est donc pas générale. 



par suite, 
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7. — Doux points A, B, sont inaccessibles et invisibles 
pour tous les points de la ligne AB; on propose do jalonner 
cette (Ircitc point par point. 




Voici une indlcatioa pour la solution de ce problème. Les points A, B 
sont viaibles, on doit le Bupposer, de deux points donnés P, Q. En effec- 
tuant les alignements qu'indique la figure, on a 



Lei pointa K, L, peuvent donc être dâtenninés, etc... 

8. — Par deux points A, B, tracer une circonférence allant 
passer par le point de concours inaccessible o, de deuz droites 
données A, &'. 

On tracera d'abord une droite A" passant par A, et par u ; puis, par 
B, on mène une semi-droite BC raisantavec BA un angle égal li S^À^; BC 
rencontre A' en un point C appartenant à la circonférence cherchée, etc. 

9. — Par un point A, tracer un arc de circonférence qni, 
prolongé, passe par les points u, u', inaccessibles, mais déter- 
minés : le, premier, par les droites A, S ; le second, par deux 
autres droites A', S'. 
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10. — Déterminer l'orthoceatre H d'un triangle ABC, dont 
les sommets sont inaccessibles. 

Il s'agit d6 tracer deux droites, dans la partie accessible, allant con- 
courir en II, 

On coupe le triangle ABC par une droite À, menée dans la partie acces- 
sible; A fiirme avec les cAtâ de ABC, pria deux & deux, trois triangles. 
SI l'on peut construire les orthocentres de ces triangles, on obtient trois 
points situés sur une droite passant par II, etc. 

Aulremeiit. Sur la partie accessible de &B on prend deux points P, Q, 
et l'on trace les droites. S, S*, qui partant des points P, Q, Iraient aboutir 
eu C. Soit H' Torthocentre de PQC ; si, de II', on abaisse une perpen- 
diculaire sur AB, cette droite est l'une desbauteursdeABC; etc. 

11. — Déterminer le centre de gravité G, le centre du 
cercle inscrit, le centre du cercle circonscrit, etc., d'un 
triangle, dont les sommets A, B, 0, sont situés en dehors des 
limites de l'épure. 

On prend, sur la partie accessible du côté BC, deux pointa quelconques 
P, Q; et, pat ces pointe, on mène des parallèles aux cOtés SA, CA. Elles 
se coupent en un point R ; soit fî' le centre de gravité du triangle PQR. 
Ajant mené, par R, une droite allant passer par le point inaccessible A; 
celte droite AR coupe BConun point u, centre d'bomotbiitie des triangles 
ABC, PQR. Ainsi, GC va passer par le point inconnu F, etc. 

Ccttesolulion est générais,- elle s'applique à. tous les cas qui peuvent se 
présenter, si petites que soient les portions accessibles des côtés de ABC. 

On observer», en outre, qu'elle convient à la recherche de tous les 
points remarquables d'un triangle dont les sommets sont inaccessibles. 

Comme solutions particulières des problèmes poses, on peut Indiquer 
les suivantes ; 

1' Centre de gravité. Une parallèle & BG coupe les parties accessibles 
des droites AB, AC, aux points B', C La droite qui va du milieu de B'C, 
au sommet A, passe par G, etc. 

Jo Centre du ceixie inscrit. On élève, dans la partie accessible, aux côtés 
AB, AC, des perpendiculaires de mSme langueur et, par les extrémités 
obtenue?, on mène des parallèles à. ces cOtés; elles se coupent en un point, 
qui appartient à la bissectrice de l'angle A. etc. 

3* Centre du cerde circorKcrit. On détermine les milieux des cdtés du 
triangle ABC, comme nous venons de l'ex pi iiuer, quand nous avons cher- 
ché le centre de gravité, etc. 

Atitreraeni. En coupant le triangle ABC par une transversale A, ou 
obUeut trois nouveaux triangles et le cercle qui passe par les centres des 
cercles circonscrits à ces triangles va passer par le point inconnu, eto.(') 

(*) Nous nous appuyons ici sur cette propriété : les antres des cercles 
cirronscritt aux trianglei fai'méspar les côtés d^unquadrilalh'e complet appar- 
tiennent à une mime circonférence. 

Ce théorème a été donné par nous, avec plusieurs autres, dans la Revue 
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Autrement. Ott délcraiiDe l'ortliocentre H et l'on prend lea sTmélrEquee 
de H par rapport aui côléa BC, CA, AB. On obtient ainsi trois points du 
cercle circonscrit, etc. 

12. — Etant donnés trois points A, B, G, formant un triangle 
tel que le centre de la circonférence circonscrite soit située 
en dehors des limites de 
l'épure, on propose de tra- 
cer cette circonférence, 
point par point, en ne fai- 
Bant usage que de la règle 
et de l'équerre. 

Soient B', G' les milieui des Ftg-SSi. 

cdtéa AB, XC. Ayant pris sur B'C un point arbitraire M, on élbve à MA, 
au point M, une perpendiculaire qui rencontre les perpendiculaires 
élevées aux milieux des côtés AB, AC, en des points B°, G", Les droites 
BB', ce, concourent en D ; ce point appartient k la circonrérence en 
question. 

13. — Mener, par un point donné A, une normale à un arc 
de cercle dont le centre to est située dans la partie inacces- 
sible de l'épure. 

Examiner le cas où A est à l'infini. 

On prend trois points P, Q, B, sur l'arc donné; les perpendiculaires 
élevées aux milieux des cordes PQ, PB, se couperaient en 01, si l'on 
pouvait les prolonger. On est ainsi ramené au problème classique : mener, 
par un poiut A, une droite allant passer par le point de concours, Inac- 
cescible, de deux droites données. 

Dans lo cas particulier où l'on veut mener une normale parallèle k une 
direction donnée, on trace une corde perpendiculaire a cette direc- 
tion, etc. 

14. — Deux arcs de cercle ont leurs centres situés en 
dehors des limîles do l'épure; on propose de déterminer le 
rapport de leurs rayons. 

On peut prendre sur les arcs proposés doux poinis A, A' et, par ces 
points, mener les normales ^, A' [Ei. 13), On trace alors deux cordps AB, 
AB' inclinées, sur les droites, d'angles égaui ; AB : A'B' représente le 
rapport ctierclié. 



des Sociétés savantes, numéro du 6 mai iË64. Nous avons supposé, à cette 
époque, qu'il était connu, k cause de son extrême simplicité. Peut-Stre 
nous sommes-nous trompé, car il a été, depuis, retrouvé et donné comme 
"" lu, dans les Houvettes Annalei 1871, p. Î06, 
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15. — Dans les couditioua clonoées dans l'exercice précé- 
dent, 011 propose de meuer la normale commune aux deux 
arcs de cercle considérés. 

Déterminer aussi l'axe radical des circouférences auxquelles 
appartiennent ces arcs de cercle, et leur centre de similitude. 

16. — Deux droites i, 5, d'une part; i', S', d'autre part, se 
coupent aux points lu, lu', en dehors des limites de l'épure. 
Tracer, dans la partie accessible, une parallèle à ono' (*}. 

17. — Un arc de cercle i a son centre situé hors des limites 
de l'épure. Par un point A, pris sur une tangeutc D, mener a 
i la seconde tangente, 

18. — Parallèlement à une droite donnée, mener une tan- 
jçente à un arc de cercle dont le centre est situé hors des 
limites de l'épure. 

19. — Étant donné un point A et un aulre point B, visible, 
mais inaccessible; tracer, point par point, une circonférence 
passant par A et admettant B, pour centre (**). (Sleiner.) 



(•] Il ne faul pas confondre cel eteccicc avec les problèmes analogues 
Iraite's au cbapitro VI. Ici. lea points sont tout ^ U fols inaccessibles el 
iuTisibles. Il est vrai qu'on peut résoudre l'ex. 16 en dclerminant 
d'abord les projeclions de w, w, aur une droile D, arbitrairement choi- 
sie et eu appliquant les tracés iadic[iids au § 70. Muis il ; a beaucoup 
d'autres solutions plus simples, pour le problème en question. 

On trace la normale à A passaut par A (Ei. 13), puis l'on conslruil la 
droite sjmdtrique de D, par rapport à celte normale. 

(") Ce problème m'a âtë signalé par M. Laurens. It est pioposé et 
rôaolu dans un ouvraj^C de Stciner, publiô eu 1833, ayant pour tilrc: 
Des comtTUCtiotts géuaiélritjucs au moyen ils la règle el d'un cei-cle fixe; mais 
on peut le considérer comme apparlouaut à la géométrie de la règle et 
du cordeau. La, solution donnée pai' Sleiner repose sur la cousidëration 
simultanée du centre de similitude interne et du centre de similitude 
externe de deux circonférences. 

A la suile, Steinor propose le problème iudiqutS plus haut (Ex. 13) et 
après avoir donné une solution basée, comme la précédente, sur la cousi- 
déralion des centres de similitude, il signale en note le Manuel deVarpen- 
tage et du niveileinent de Crcllo [I8â6j dans lequel on trouvera, dit-il, une 
ingénieuse solution, du problème en question. Celte soluiion ne m'est 
pM connue et ja regrette de ne pouvoir l'exposer ici. 
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